Aritmética
Introduccion

Bautizo: Decimos a divide a b (a factorde b, a es divisorde b, b
es muiltiplo de a, b es divisible por a) si existe un entero c tal que
b=ac. Lo anterior se simboliza como a|b, en caso de que a no
divida a b, se simbolizard como a |b.

De la definicién anterior se pueden deducir las siguientes
propiedades:

Sia|bya|centonces a|b+c

Sia|b entonces a|bc

Sia|bya|b+centonces alc

(Propiedad reflexiva) a|a

(Propiedad Transitiva) Si a|b y b |c entonces a|c

P1: ¢;Cuando se cumple la Simetria? a|b yb|a

Observacion: Es conveniente hacer notar que el simbolo | NO es el
simbolo de divisién, sino un simbolo de relacion, asi pues, aunque la

division g no esta definida, podemos decir que 0 | 0, ya que existe

un entero (de hecho, cualquier entero) que cumple que Oc=0.

A2: (G1) Encuentra los valores de a, tales que 0]a

A3: (G1) Encuentra los valores de a, tales que a|0

A4: (G1) ¢Para que valores de n se cumple que n-2|n+2?

A5: (G1) ¢Para que valores de n se cumple que n-2|n*-3?

AOG: (G1) ¢Para que valores de n se cumple que 3|n*-27?

AT7: (G1) ¢Para que valores de n se cumple que n-2|2n?

A8: (G1) Prueba que 1 sumado al producto de cuatro enteros
consecutivos es un cuadrado.

A9: (G1) Prueba que 1 sumado al producto de dos enteros impares
consecutivos o de dos enteros pares consecutivos es un cuadrado.
A10: (G1) Prueba que el producto de cuatro enteros positivos
consecutivos no puede ser un cuadrado.



Al1: (G1) Prueba que para todo entero no negativo n,

(B+-/5) +(B-+/5) es entero un divisible por 2".

A12: (G1) Si a y b son enteros positivos, calcula a y b si

(a+b)* =2304 y a’ +b* =1250.

A13: (G1) Si a es un entero impar. Probar que a’ -1 es divisible por
8.

Al4: (G1) Si a es un entero impar. Probar que a* -1 es divisible por
16.

A15: (G1) Si a es un entero impat. Probar que a” -1 es divisible por
2n+2 .

Para los ejercicios A4 al Al4, se sugiere usar Inducciéon Matematica.
A16: (G1) Demuestra que 34" -1

A17: (G1) Demuestra que 113> +2°

A18: (G1) Demuestra que 173*** +2.4™™

A19: (G1) Demuestra que 11]2*""-3™* +1

A20: (G1) Demuestra que 643 —8n-9

A21: (G1) Demuestra que 11|5°™" +4™ 4.3

A22: (G1) Demuestra que 288|7*™' —48n-7

A23: (G1) Demuestra que 17]3-5™" +2°™"

Para los siguientes ejercicios puedes suponer que el coeficiente
nl

(n—k)!~

A24: (G1) Sean m, a,,a,,...,a, enteros positivos tales que

ml

. . n
binomial es entero, (kj =

a, +a, +...+a, =m, prueba que es un entero No negativo.

ala,l...a!

A25: (G1) Prueba que (n!)* divide a (2n)!, y que ((f:)z' es pat.

A26: (G1) Prueba si dos nimeros son suma de dos cuadrados,
entonces su producto es también la suma de dos cuadrados.

A27: (G1) Sea f:N — N la aplicacion definida por f(n):g si n es pat,
f(n)=3n+1 si n es dela forma n=4k+1 y f(n)=3n-1sin es dela

forma n=4k+3. Probar que para todo ne N existe ie N tal que
f'(n)=1. (f'(n) significa la composicion de f' en si misma i veces.



A28: (G1) Sea f:N — N la aplicacion definida por f(n)=2 sin es

divisible por tres, f(n)=2n+1si n es de la forma n=3k+1 y f(n)=2n-1
si n es de la forma n=3k+2. Probar que para todo ne N existe ie N
tal que f'(n)=1.

Chisme: Algoritmo de Siracusa
Sea f:N — N la aplicacion definida por f(n) :g si n es paf,y

f(n)=3n+1 si n es impar. Probar que para todo ne N existe ie N tal
que f'(n)=1.

Este algoritmo también es conocido como: Problema 3x+1,
Algoritmo de Hasse, Problema de Kakutani, Problema de Siracusa,
Conjetura de Thwaites, Problema de Ulam.

Thwaites en 1996 ofrecié una recompensa de £1000 a quien lo
resolviera. Hasta el momento se ha probado sélo para los nimeros
naturales n tales que n<3.2%.

A29: (G1) Prueba que (2m)}(2n) es divisible por (n)(m)k(m+n)!.
Numeros Primos

Bautizo:
Un ndmero entero es primo si y solamente si tiene cuatro diferentes
divisores.

Observaciones: El1 1 y el -1 tienen so6lo dos divisores (el 1 y el -1),
por lo cual no son primos. Por otra parte, cualquier nimero divide
al cero, por lo cual tiene mas de 4 divisores, entonces no es primo.
Los divisores #riviales de un nimero n son 1, -1, n y —n. Como
cualquier namero diferente del 1 y -1, tiene al menos 4 divisores (los
triviales), un nimero no es primo si tiene un divisor no #zvial.

Tres bautizos:

A los nameros 1 y -1 se les llama unidades.

Un namero entero, que no es unidad y no es primo se llama
compuesto.

Dos nimeros a y b son coprimos o primos entre si o primos
relativos si satisfacen que d|a y d|b=d=1 0 d=-1.



Proposicién: St a, b y ¢ son nimeros naturales diferentes de cero,
entonces a=b-c implica que a<b y a<c. (Sugerencia: 1<b y 1<c).

Proposicion: St ae Z—{-1,0,1}y a no es un numero primo existe, b,
tal que 1<b<|d y b]a.

Proposicién: Todo entero distinto de 1y -1 es divisible por un
numero primo. (Sugerencia: ;Qué pasaria si no fuera cierto?).

Proposicion: Hay una cantidad infinita de primos. (Sugerencia: Si no
fuera cierto, ¢es un nimero primo la suma de 1 con el producto de
todos los primos?)

B1: (G1) Todo primo de la forma 3k+1 es de la forma 6k+1.

B2: (G1) Prueba que hay una infinidad de primos de la forma 4k +3
y 6k +5.

B3: (G1) Prueba que hay una infinidad de primos de la forma 4k +1.

Teorema de Dirichlet: St a y b son primos relativos entonces hay
una cantidad infinita de primos de la forma ak+b. (La demostracion
de este teorema la puedes encontrar en
http://paraisomat.ii.uned.es/archivos/tnumeros/ap_dirichlet.zip).

Chisme: El Teorema de Dirichlet fue conjeturado por Gauss
(considerado por varios como el matematico mas grande de historia)
y demostrado por Dirichlet en 1837. Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet naci6 en Diuren, Alemania, en 1833 y muri6 el afio de 1877
en Gotinga, Alemania. Su nombre, Lejeune Dirichlet, deriva de que
su familia era de Richlet, una poblacion de Bélgica, y
Lejeune Dirichlet ="le jeune de Richelet" ="el joven de Richelet". Sus
principales aportaciones fue en el area de Teoria de Numeros. Si
primera publicaciéon traté sobre el Teorema de Fermat, donde
demostrd su veracidad para n=5, tiempo después lo demostrd para
n=14. Chisme de lavadero: Se caso con la hermana de Félix
Mendelssohn, el autor de la célebre Marcha Nupcial.

B4: (G1) Prueba que 3, 5y 7 es la unica terna de primos positivos
impares consecutivos.



B5: (G1) St p, es el n-ésimo primo. Prueba que ninguno de los
numeros p, -p, -...p, +1 es un cuadrado perfecto.

B6: (G1) Probar que para todo n existen n enteros consecutivos
compuestos. (Sugerencia: ;Qué pasaria si el primero de estos
numero fuera (n+1)427)

B7: (G1) Prueba que no existe ningtin polinomio

f(x)=a,x" +a, ,x"" +...+a,x+a, con coeficientes enteros a, y nx1, tal
que f(m) sea primo para toda m.

B8: (G1) St 2" -1 es primo entonces nes 2 0 n es impat.

B9: (G1) S1 2" -1 es primo entonces nes primo.

B10: (G1) Si 2" +1 es primo entonces nes potencia de 2.

Bautizos:
El numero F, =2 +1 se llama nimero de Fermat de orden n.
Si F,=2" +1 es primo se dice que es un Primo de Fermat

B11: Probar que st n=m, entonces F, y F, son primos relativos.

B12: Probar inductivamente que si p, es el n-simo primo, entonces
pn S 222n—1

Postulado de Bertrand: Si n>1, entonces existe siempre un primo p
que satisface n<p<2n.

B13: Usar el Postulado de Bertrand para probar que p, <2",n>1,
donde p, es el n-simo primo.

Chisme: Joseph Louis Francois Bertrand (1800-1900) fue un
profesor nacido en Parfs. La conjetura la realizé en 1845,
comprobando el resultado para cada entero n entre 2 y 6,000,000.

El resultado fue demostrado por primera vez por el matematico
ruso P.L. Chebychev en 1850. Una demostracién de Paul Erdos,
uno de los mas grandes matematicos del siglo XX, la cual descubri6
a los 18 afios la puedes encontrar en
http://usuarios.lycos.es/teoriadenumeros/bertrand.html.

(B14) Probar que todo entero de la forma 4m+3 tiene un nimero
impar de factores de la forma 4m-1.



(B15) Probar que si t es un entero mayor que uno, el nimero
t*" +t*" +1 nunca es primo
(B16) Probar que el cubo de todo nimero entero es la diferencia de

2
. 1
dos cuadrados enteros. (Sugerencia: {n(n;)} =1 +2°+...+n%).

Algoritmo de la Divisién

Teorema: St a y b son enteros, b0, entonces existen dos enteros q
y r, Unicos, tales que a=bq+r, 0<r<|o.

(C1) El resto de la divisiéon de un numero al dividitlo por 4 es 3 y el
resto de la division del mismo ndimero al dividitlo por 9 es 5.
Encontrar el resto de la division del mismo nimero entre 36.

Bautizos:

Denotaremos por r,(m) el resto de la de m por b.

(C2) r,(m+n)=r,(r,(M)+r,(n))

(C3) ry(m-n)=r,(r,(M)-r,(n))

(C4) Demuestra que un nimero es divisible por 9 si y solo si la suma

de sus digitos en divisible por 9.

(C5) Demuestra que si la suma de los digitos de un nimero n es s,

entonces ry(n)=ry(s).

(C6) Calcula el resto de la divisién de (3421098765434566432134567)

entre 9.

(C7) Sean m y n enteros. Demuestra que si7|m’+n’+p’ entonces

7| mnp.

(C8) Sean m y n enteros. Demuestra que si 7|i“a6 entonces 7|In1ai
i=1 i=1

o 7|n.

(C9) Sean m y n enteros. Demuestra que si7|m*+n* entonces 7|m y

7|n.

(C10) Sean m y n enteros. Demuestra que st 7|m* +n* entonces 7|m

y 7|n.

(C11) Sean m y n enteros. Demuestra que si 7|m*+2n° entonces

7|my 7|n.



(C12) Sean m y n enteros. Demuestra que si 7|m*+4n° entonces
7lmy 7|n.

(C13) Sean a y b enteros, b=0. Si a-b=175y la divisién de a por b
tiene cociente 15 y resto 7, hallar a yb.

(C14) Sean a y b enteros. Entonces a’-b’ es divisible por 11 si, y
solo si, a—bes divisible por 11.

(C15) Dada una sucesién a,,a,,...,a, de enteros, probar que siempre
es posible extraer una subsucesién cuya suma es divisible por n.
(Sugerencia los nnumeros a,a, +a,,...,a,+a,+...+a, y analiza sus
restos).

(C16) Sea A un numero escrito en forma decimal, forma los
numeros A, =AA,=AAA,=AAA,... repitiendo las cifras de A.
Demuestra que si m es un entero coprimo con 10, entonces m
divide a una infinidad de ndmeros A,,.

(C17) Sean ab y centeros tales que a’ +b* =c?. Prueba que:

a) a 0 b es par.

b) a o b es divisible por 3.

c) a o b o ¢ es divisible por 5.

d) a o b es divisible por 4.

e) Hallar todas las ternas coprimas ab,ceN, tales que a’+b*=c’.
(Respuesta: a=x>-y’, b=2xy, c=x>+y’, donde x e y recorren
todos los enteros que satisfacen: 0<y<x, (xy)=1, x e y son de
distinta paridad.

(C18) Probar que ningin entro positivo de la forma 8k+7 puede
expresarse como la suma de tres cuadrados enteros-

(C19) Sean p yq primos distintos, ambos mayores a tres. Probar que
si p—q es una potencia de 2, entonces p+q es divisible por 3.

Bautizo:
El maximo comun divisor de dos nimeros a y b, (a,b) o mcd(a,b), se
define como el maximo entero con la propiedad de que divide a a y
divide a b.
(C20) St dla, d|b y existen u y v tales que d=ua+vb entonces
d=(a,b).
(C21) St a,b,c,d y k son enteros. Demuestra que:

ab
a) (ab,)=d= [d’dj =1,d#0

b) (a,b)=d=> (ka,kb)=|k|d



c) (ab+ka)=(a,b)
d) (a,b)=d y (c,b)=1= (ac,b)=d

Teoremon: St (a,b)=d, entonces existen enteros uy v tales que
(a,b)=ua+vb.

(C22) (ab)=1, alc y b|c implica ab|c.
(C23) (a,b)=1, a|bc implica alc.

(C24) [Zn”j es divisible por n+1.

(C25) St a es primo entonces 240|a* -1.

(C27) Sean a y b enteros primos relativos. Calcula todos los valores
posibles de m=(3a-b2a+b). (Resultado 5)

(C28) Sean a y b enteros primos relativos. Calcula todos los valores
posibles de m=(2a-5b4a+3b). (Resultado 1, 2, 13, 26)

(C29) Hallar todos los enteros m tales que 13| (15m+14)" (Resultado

{13'“ lie Z impar}.

2

(C30) Si p es un numero primo mayor a 3, entonces p° =24m+1 para
algin entero m. (Sugerencia: p=3k+r)

Bautizo: m=[a,b] es el Minimo comun Mdltiplo de los enteros a y b,
si y solo si cumple las dos condiciones:

1) m es multiplo de a y b.

2) Si k es multiplo de a y b entonces m<|k.

(C31) Si ae Z, entones [a,a]=...
(C32) Si a,be Z, entones [ab]=b si, ysolosi ...
(C33) (a,b)=[ab] si, y sélosi ...
(C34) [a,a]=lab| si,y sdlosi ...
(C35) Demuestra que [[a,b]c]=[a,[b,c]]
(C36) ¢ >0 implica [ac,bc]=[abl
[a.b]

(C37) St d>0, d|a y d|b entonces [Zﬂ:d



(C38) Si alk y bk, a=0=b implica que [a,b]|k
(C39) Sea m= ﬂ.
(a,b)
a) [a,b]|m
b) m|[a,b] (Sugerencia: (a,b) es una combinacién lineal de a y b).
c) [ab](a,b)=ab
FO5-13) St m y n son enteros positivos con (n,m)=1, demuestra que
(m+n-1)!

. (m+n-1 m+n-1
. €s entero. (Sugerencia: y | | son enteros)
min! m

—1 n—

Lla) Expresa el maximo comun divisor de cémo combinacion lineal:
1) 228 y 348

i) 15y 21

iii) 2n+1, 4n

iv) 4n’*+2n-40, 2n+7.

Super Proposicion: Una condicién necesaria y suficiente para que la
ecuacion ax+by=c, ab,c enteros, tenga solucion en enteros, es que
el maximo comun divisor de a y b divida a c.

Otra super proposicion: El conjunto de soluciones enteras x,y de la
ecuacion ax+by=c, a,b,c enteros, es de la forma x=x,+u; y=y,+v
en donde x,, y, es una solucién particular de la ecuacién ax+by =c,
y u, v son solucién de las ecuaciéon homogénea asociada ax+by =0

Otra mas: Sean ab y centeros tales que a y b no son ambos ceros,
supongamos ademas que d=(a,b) divide a ¢. Sea a=da', b=db'.
Entonces el conjunto x, y de soluciones enteras de la ecuacion
ax+by=c es x=x,-b't, y=y,+a't donde t es un entero arbitrario y
X,, Y, €5 una solucién particular de la ecuacién ax+by =c.

Llb) Encuentra todas las soluciones enteras de las siguientes
ecuaciones diofantinas:

a) 15x+21y =300 d) (4n+1)x+2ny =n

b) 228x —348y =1368 e) (2n+1)x+4ny =n

C) 1242x+1476y =90



Bautizo: Se dice que dos enteros a y b son congruentes, médulo m,
si m divide a la diferencia a-b. (@a=b (mod m & m|a-b).



Propiedades:

a) a=a(modm)

b) Si a=b (modm) < b =a(modm)

¢) Si a=b(modm) y b=c (modm)= a=c (modm)

d) Si a=b(modm) y c=d(modm)=atb=c+d(modm)y ab=cd(modm)
¢) Si a=b(modm) con 0<a<m y 0<b<m, entonces a=b

Llc) Demuestra las propiedades d) y e).

Lld) Si a y m son primos relativos entre si, entonces la congruencia
ax+b =0 (modm) tiene soluciéon. Ademas si x, y x, son soluciones,
entonces x, = x, (mod m).

Lle) La congruencia ax+b =0 (mod m) tiene solucion siy sélo si el
maximo comun divisor de a y m divide a b.



Teorema Chino del Residuo: Si m,m,,...,m, son primos relativos dos
a dos, entonces las congruencias x=a, (modm,),
x=a, (modm,),...,x=a, (modm,) tiene solucion comun.

k
m,
Soluciones del Teorema Chino del Residuo: Sea t, = j:rln , X; tal que

1<x, <m; y tx, =1mod(m;). El nimero t=axt, +...+ax,t, es solucién

n“'n n

k
del sistema de congruencias y es unica en el intervalo [I,Hmi}.
i=1

LIf) Resuelve las (los) siguientes (sistemas de) congruencias:

a) 16x—9 =0 (mod 35) 9 {XEl(mod 25)
b) 200x+315=0 (mod 441) x =7 (mod 35)
c) (2n+1)x+7 =0 (mod 4n) X =3(mod 17)
d) (3n—2)x+5n =0 (mod 9n-9) g) 1x =4 (mod 21)

) {xzo(mod 3) x =5 (mod 25)
x =0 (mod 8)



FO5-14) Encuentra las parejas a,b de enteros positivos tales que
[a, b]=80.

FO5-16) Encuentra todas las ternas de enteros 0 <a<b<c tales que
la suma de sus reciprocos es un entero.

FO5-19) Encuentra n, el menor multiplo positivo de 1991, tal que el
producto de sus divisores sea igual a n'*'.

FO5-20) Sea a un entero positivo con la propiedad de que si p es
un primo que lo divide entonces también es divisible por p’.
Demuestre que tal nimero es de la forma a=g’r’ con qr enteros.
FOS5-21) Para que enteros n sucede que, n divide a (n—1).

FO5-27) Prueba que ninguno de los enteros 1573, 157573,

15757573, etc. es un numero primo.



FO5-28) Encuentra todos los nimeros naturales que se pueden
escribir de la forma 3n+35m con n y m enteros positivos.

F05-29) Encuentra todos los enteros n con la propiedad de que el
conjunto {n,n+1,n+2,...,n+10} puede ser partido en dos subconjuntos
tales que la suma de los nimeros en uno de ellos, es igual a la suma
de los nimeros del otro.

F05-30) Determine los enteros positivos acon la propiedad de que
el conjunto M(@@)={b;beN y a+b|ab}, tiene un unico elemento.
F05-31) Prueba que el maximo comun divisor de 2"—(-1)" vy
2" —(=1)"" es igual a 3 para todo n mayor o igual a 2.

F05-33) Prueba que si AcN y A tiene tres elementos entonces
existen ij en Atales que 10 divide a ijii+j)(i-])-

F05-35) Encuentra todos lo nimeros naturales a,b,c,d tales que el
producto de cualesquiera dos de ellos sumado con el producto de
los otros dos restantes sea igual 1990.



FO5-14) 27 soluciones.

FO5-16) (2,3,6)

FO5-19) n=181-11"-2".

FO5-21) n no primo y diferente de 4.
FO5-27) 13 es divisor.

FO5-28) Naturales menores o iguales a 70.

F05-29) n<25

F05-30) a debe ser primo.
a=1 b=1989
a=2 b=993
a=5 b=393
a=10 b=189

F05-35)



Primos de Fermat

Conjetura de Golbach
Teorema de Lagrange
Postulado de Bertrand



