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1 Conceptos Basicos

En este material presentaremos varios conceptos matematicos y principios de
combinatoria. Los cuales ilustraremos mediante ejemplos y problemas.

Conjuntos y Funciones

Definiciéon 1. Dados dos conjuntos A y B, una funcién entre ellos es una
asociacién f : A — B que a cada elemento a de A le asigna un unico elemento
f(a) de B. Se dice entonces que A es el dominio (también conjunto de partida
o conjunto inicial) de f y que B es su codominio (también conjunto de llegada
o conjunto final).

Ejemplo 1. En un salén de clases hay 50 bancas (conjunto B) y tenemos un
conjunto A de n alumnos, con n siendo un nimero mayor igual que 50. Podemos
asociar a cada banca a un alumno que se puede sentar en ella, f : B — A, o sea
f(b) es el alumno sentado en la banca b.

En este ejemplo n representa un numero natural, o sea un elemento del
conjunto de los numeros naturales

N:={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ..., 1000,1001,1002, .. ., 00}

Ejemplo 2. En una fiesta se tienen 100 pasteles, si cada invitado comié un
pastel, y no sobraron pasteles ; Cuantos invitados asistieron a la fiesta?

La condicién ”cada invitado comié un pastel” indica que podemos asociar
el conjunto I de Invitados al conjunto P de Pasteles, f : I — P. Mientras que
la condicién "no sobraron pasteles” indica que podemos asociar los pasteles en
la fiesta con los invitados, g : P — I. Asi podemos asegurar que asistieron 100
invitados.

Definicién 2. Una funcién f : A — B es inyectiva si para todo par de ele-
mentos z,y diferentes (z # y) en A tenemos que sus imagenes f(x), f(y) son
distintas(f(z) # f(y)). La funcién f : A — B es sobreyectiva si para cualquier
elemento b en B existe un elemento a en A tal que f(a) = b. Finalmente, una
funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. A una funcién biyectiva se le
llama también biyeccion.
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Notemos que si en el Ejemplo 1 n es mayor que 50 tenemos que f es inyectiva
y si n es igual que 50 entonces es biyectiva. En el caso del Ejemplo 2 tenemos
que las funciones f y g son biyectivas.

Ejemplo 3. Sea un grupo de n nifios (N) que tienen una bolsa con k¥ manzanas
(M). Sabemos que hay al menos una manzana por nino. Entonces podemos
repartir todas las manzanas de manera que a cada nino le toque una manzana,
lo que define una funcién f : M — N que es al menos sobreyectiva.

Ejemplo 4. ;Cuédntos nimeros de 5 digitos se pueden hacer con los digitos 1,
1,1, 8,97

Notemos que los ntimeros de 5 digitos estan definidos por la posicién de los
digitos 8 y 9 de izquierda a derecha. Entonces a cada uno de estos nimeros
puedo asociarle un nimero que describa la posicién del 8 y 9; por ejemplo, en
las decenas pongo la posicién del 8 y en la unidades el del 9:

19118 <+ 52
89111 <« 12.

Observemos que un nimero que describe posicién sélo puede contener los
digitos {1,2,3,4,5} y sin repetir. Notemos que una vez que sabemos dénde
estan el 8 y el 9, no hay necesidad de decir la posicién de los 1. De esta forma
establecemos una biyeccién entre el conjunto de nuestros ntimeros de 5 digitos y
el conjunto de numeros de dos digitos; el cual es més facil de contar. Entonces
tenemos que el digito de las decenas lo puedo elegir de 5 digitos y como no
puedo repetir en las unidades sélo puedo elegir 4 digitos. Por lo tanto tenemos
5 x 4 = 20 ntimeros de 2 digitos que sélo usa los digitos {1,2,3,4,5} (estamos
usando el principio del producto que veremos a continuacién). Y por la biyeccén
sabemos que s6lo hay 20 niimeros con los digitos {1,1,1,8,9}.

Principio de la Suma y del Producto

Principio de la Suma. Si cierto objeto x; se puede elegir de n; maneras
diferentes, otro objeto x5 de mo maneras diferentes y asi para cada objeto x;

se puede elegir de n; maneras diferentes con ¢ en {1,2,...,m}. Entonces la
eleccion de 1 o0 3 0 ... 0 x,, se puede realizar de ny + no + n3z + -+ + Ny
modos.

Ejemplo 5. En una pizzeria escribieron los paquetes de descuentos en un
tablero rectangular, hay 8 paquetes familiares, 9 paquetes de parejas, 5 paquete
para ninos, y solo un paquete individual. ;Cudntos paquetes puede elegir?

Lo que sabemos es que tenemos 8 paquetes familiares, 9 de parejas, 5 para
ninos y 1 individual. Usando el principio de la suma observamos que tenemos
23 elecciones posibles de paquetes.

En la notacién del enunciado del Principio de la Suma podemos escribir
como objetos x; =paquete familiar, x5 =paquete de pareja, x3 =paquete para
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nino y x4 =paquete individual donde de cada uno puedes elegirlo ny = 8,no =
9,n3 = 5,n4 = 1y efectivamente 23 = ny + no + n3 + ngy.

Principio del Producto Si el objeto x; se puede elegir de n; maneras
diferentes y si, después de cada una de estas elecciones, el objeto x5 se puede
elegir de ny maneras diferentes, entonces las dos elecciones juntas (en ese orden)
pueden realizarse de ny X ny formas diferentes.

Ejemplo 6. Calvin quiere ir a Puerto Vallarta. Para esto puede elegir entre 3
companias de autobus o 2 aerolineas para ir de su casa a Guadalajara. Desde
alli, puede elegir entre 2 companias de autobus o 3 aerolineas para ir a Puerto
Vallarta. ;Cuantas formas hay para que él llegue a Puerto Vallarta?

Como Calvin puede tomar un autobts o un avién hacia Guadalajara, tiene
3+ 2 =5 (Principio de la Suma) formas de dirigirse a Guadalajara. Después de
lo cual, puede tomar un autobts o un avién a Puerto Vallarta, y por lo tanto,
tiene otras 5 = 2 4 3 formas de dirigirse a Puerto Vallarta (Principio de la
Suma). Por lo tanto, en total, él tiene 5 x 5 = 25 formas de ir de casa a Puerto
Vallarta (Principio del Producto).

Ejemplo 7. Considere un tridangulo equildtero de longitud lateral 5, que es
dividido en tridngulos unitarios, como se muestra en la figura de abajo. ;Cuél
es el nimero de caminos desde el tridngulo en la fila superior hasta el tridngulo
medio en la fila inferior, de modo que los tridngulos adyacentes en el camino
comparten un borde comun y la ruta nunca sube (desde una fila inferior a una
fila més alta) o vuelve a visitar un tridngulo anterior?. Un ejemplo de uno de
estos caminos se ilustra en la figura de abajo.

JAVAVLVAN
VAVAVAVAVAN

Podemos hacer la biyeccién entre caminos validos y las listas ordenadas (a1, as, . . ., as),
donde 1 < a; < i. Esencialmente, a; indica donde la ruta “sale” de la fila ¢ y
“entra” a la fila ¢ + 1. Para cualquier ruta valida, esta lista ordenada existe; y
para cualquier lista ordenada, podemos reconstruir el camino de manera tnica.
a1 solo puede ser elegido de 1 manera, as de 2 maneras, az de 3 maneras, a4 de
4 maneras y a5 de 5 maneras. En total tenemos 1 x 2 x 3 x4 x 5 = 120 caminos
para elegir.

El nimero 1 x 2 x 3 x 4 x 5 se denota 5! y se llama 5 factorial. En general,
el nimero 1 x 2 X 3+ x(n — 1) x n se llama n factorial y se denota nl. Por
convencién 0! = 1.
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2 Problemas

Problema 1. ;Cudntos numeros de 6 digitos se pueden hacer con los digitos
3,3,3,5,7,97

Problema 2. En una circunferencia se marcan 8 puntos. Pruebe que el niimero
de tridangulos que se pueden formar con vértices en esos puntos es igual al namero
de pentagonos que se pueden formar con vértices en esos puntos.

Problema 3. Un alumno estudié Algebra y/6 Célculo cada dia durante el mes
de Octubre. Siestudi6 23 dias Algebra y 17 dias Célculo, ; Cuédntos dias estudio:
a) Algebra y Célculo?

b) Algebra pero no Céleulo?

¢) Céleulo pero no Alegebra?

Problema 4. ;Cuantos enteros del 1 al 100 no son multiplos ni de 3 ni de 77

Problema 5. En un campeonato de béisbol jugado por el sistema de elimina-
torias se enfrentan 30 equipos. En cada ronda los equipos perdedores salen del
torneo. Al formar los pares de equipos que se van a enfrentar puede eventual-
mente quedar un equipo sin jugar; éste descansa y pasa a la ronda siguiente.
., Cuantos juegos se realizaran durante el campeonato?

Problema 6. Supongamos que se lanzan 10 dados. Cada dado es un dado reg-
ular de 6 caras con numeros etiquetados a los lados. ;Cuantas sumas diferentes
de los 10 ntimeros son posibles? Nota que las sumas 5 =1+ 4y 5 =2 + 3 son
la misma suma (es decir, 5), y sélo deben contarse una vez.

Problema 7. Vas a buscar tres libros en la biblioteca y quieres un libro de
historia, un libro de ciencia y un libro de fantasia. La biblioteca tiene 50 li-
bros de historia, 95 novelas de fantasia y 30 libros sobre ciencia. ;De cudntas
combinaciones de libros puedes elegir?

Problema 8. Un restaurante ofrece 5 opciones de entrada, 10 opciones del
plato principal y 4 opciones de postre. Un cliente puede elegir comer solo en un
tiempo (entrada, plato fuerte o postre), en dos tiempo, o en los tres tiempos.
Suponiendo que todas las opciones de alimentos estdn disponibles, ;cuantas
comidas posibles diferentes ofrece el restaurante?

Nota: Cuando comes en un tiempo, solo eliges una de las opciones de cada
tiempo.

Problema 9. (Canguro 2014, lo y 20) Hay 60 drboles en una fila, numera-
dos del a 60. Los que tienen numeros pares son mezquites. Los que tienen
nimeros multiplos de 3 son sbinos o mezquites. Los &arboles restantes son
alamos. ;jCuédntos alamos hay en la fila?

Problema 10. Mi teclado de piano de juguete tiene 7 teclas blancas que son
7 notas distintas digamos A, B,C, D, E, F,G. Voy a crear una melodia de tres
notas al azar. No puedo repetir ninguna nota y la melodia no se puede finalizar
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con las notas E, F o G. ;Cudntas melodias diferentes puedo tocar? Observe-
mos que la melodia CGA estd permitida, AF'A no estd permitida debido a la
repeticién, ABE no estd permitida debido a la regla referente a la 1ltima nota.

Problema 11. Considere un triangulo equilitero de longitud lateral n, que es
dividido en tridngulos unitarios (ver figura del Ejemplo 7). Sea f(n) el nimero
de caminos desde el tridngulo en la fila superior hasta el tridngulo medio en la
fila inferior, de modo que los tridngulos adyacentes en el camino comparten un
borde comun y la ruta nunca sube (desde una fila inferior a una fila méds alta)
o vuelve a visitar un tridngulo anterior. Da una formula para f(n).

Problema 12. ;De cuantas maneras se pueden seleccionar cuatro cartas de un
mazo de 52, de modo que haya una de cada palo?

Problema 13. ;De cuantas maneras pueden colocarse una torre blanca y una
torre negra en un tablero de ajedrez de 8 x 8 de modo que no se ataquen?

Problema 14. ;Cuantos ntimeros de tres digitos tienen el primer digito impar,
el segundo par y el tercero igual a la suma de los dos primeros?

Problema 15. En un acto deben hablar Luis, Maria, Pedro, Pablo y Luisa.
.De cuantas maneras se puede confeccionar la lista de oradores? Y si se pone
la condicién de que se alternen oradores de distinto sexo? ;Y si la condicién
es que Maria hable inmediatamente después que Luis? ;Y si es que Luis hable
antes que Pedro?

Problema 16. ;Cuantos nimeros naturales tienen exactamente k digitos?

Problema 17. Para escribir todos los nimeros naturales de k digitos, jcuantos
ceros se necesitan?

Problema 18. Para escribir todos los nimeros naturales desde 1 hasta 1000000,
jcudntos ceros se necesitan?

Problema 19. Los numeros naturales se escriben uno a continuacién del otro:
1234567891011121314151617181920212223 - - -

. Qué digito se encuentra en la posicion 20147

Problema 20. ;De cuantas maneras pueden colocarse en un tablero de ajedrez
tres torres blancas idénticas de modo que no se ataquen?

Problema 21. En el asta bandera de un barco se pueden izar tres banderas
rojas, dos azules y cuatro verdes. ;De cuantas formas distintas pueden izarse
las banderas?
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