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Congruencias con moédulos

Emilio Toscano Oneto

1 Modulos

En problemas de teoria de numeros, el concepto de congruencias abre muchas oportunidades en el mo-
mento de resolver un problema, pues es un tema que permite relacionar a los niimeros enteros con clases
de equivalencia, es decir, que se pueden pensar que 2 enteros son "iguales” bajo estas ideas y los cudles
resultan muy utiles en la resolucién de problemas acerca de divisibilidad.

Nota 1.1. Como notacion, cuando escribamos a | b, decimos que a divide a b o equivalentemente, b es
multiplo de a. Decimos también que un nimero n es natural si n es un entero positivo (no incluye al 0).

Definicién 1.2. Sea n un nimero natural. Si a y b son enteros cualesquiera (no necesariamente positivos),
decimos que a =b (mod n) sin | a—b.

Nota 1.3. Cuando escribimos a = b (mod n), decimos que “a es congruente a b, médulo n”.

Ejemplo 1.4. Para los enteros 124, 3201 y 26, se observa que

124 —4 =120 =6 x 20
3201 — 3 = 3198 = 6 x 533
26-2=24=6x4

Es decir, 124 =4 (mod 6), 3201 =3 (mod 6) y 26 =2 (mod 6). Mds ain, sin es miltipo de 6, entonces
n — 0 es multiplo de 6, por lo que n =0 (mod 6).

Proposiciéon 1.5. Sea n un numero natural y sean a y b enteros. Supongamos que a = nq, + ry Yy que
b =nge+ry, con qi,qa, 1 Yy To enteros tales que 0 < 11,19 < n. Entonces a =b (mod n) siy sélo siry = ra.

Demostracién de Proposicién 1.5: Sia =b (mod n), entonces supongamos que r; > ry y observemos
que a —b=n(q —q2)+ (r1 —ra), peron | a—b, por lo que n | r; —rs. Sin embargo, 0 <1 —ry <1y <ny
necesariamente ocurre que r; = 9. El caso de r; < 79 es completamente analogo si se observa que n | a —b
implica que n | b — a, pues —(b —a) = a —b.

Supongamos ahora que r; = ry. Al considerar al nimero a — b, se obtiene que a — b = n(q; — q2) +
(r1 —rq) = n(q1 — q2), es decir, a — b es miltiplo de n y asi a = b (mod n).
|

Observacién 1.6. Notemos a partir de la Proposicion 1.5, para un natural dado n, si a = b (mod n),
entonces st 0 < b < n podemos escribir al entero a como a = nk + b para algin k entero.
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Ejemplo 1.7. Veamos que dos enteros a y b son congruentes modulo 2 entre si cuando ambos son o bien
pares o impares. Sia y b son pares, entonces son multiplos de 2, es decir a = 2a’ y b = 2b' para ciertos a’ y
b' enteros, por lo tanto, a —b = 2a’ —2b' = 2(a’ = V') es multiplo de 2 y asi concluimos que a = b (mod 2).
En caso contrario, cuando a y b son impares, entonces podemos escribir a = 2p1 +q1 y b = 2ps + qo
con P1, P2, q1 Y G2 enteros, con q1 Yy qo impares (pues en caso contrario a y b no serian impares). De esta
manera, notemos que a —b = 2(py — p2) + (¢1 — q2), pero sabemos que resta de nimeros impares es par,
por lo tanto a — b es par, es decir, 2 lo divide y asi a = b (mod 2).

Proposicion 1.8. Sea n un nimero natural. Para a,b,c y d enteros cualesquiera, se cumple lo siguiente:
(i) La congruencia es reflexiva. a = a (mod n).

(ii) La coongruencia es simétrica. a =b (mod n) implica que b = a (mod n).

(71i) La congruencia es transitiva. Si a =b (mod n) y b = ¢ (mod n), entonces a = ¢ (mod n).

(iv) Sia=b (mod n) y c=d (mod n), entonces a+ c=b+d (mod n).

(v) Sia=0b (modn) yc=d (mod n), entonces ac = bd (mod n).

Demostracién de Proposicién 1.8 : (i) En efecto, a —a=0=0xny asi a = a (mod n).
(77) Si @ = b (mod n), entonces a — b = nk para algun entero k, y asi b — a = n(—k), de donde b = a
(mod n).
(7ii) Se tiene que (a —b) y (b — ¢) son multiplos de n, por lo tanto (a — b) + (b — ¢) = a — ¢ es multiplo de
n, es decir, a = ¢ (mod n).
(iv) Notemos que (a —b) y (¢ — d) son miiltiplos de n, por lo tanto, (a —b) 4+ (¢ —d) = (a+¢) — (b+d) es
miltiplo de n, y asi a + ¢ = b+ d (mod n).
(v) Notemos que (a —b)c+ (¢ — d)b = ac — bc + be — bd = ac — bd, de donde (a —b) y (¢ — d) son multiplos
de n, por lo tanto ac = bd (mod n).
|

A pesar que dichas propiedades puedan parecer obvias o intuitivas, presentan una idea bésica de como
operar dentro de las clases de congruencias.

Ejemplo 1.9. Encuentra el residuo mdédulo 5 del niimero 378 — 49 x 803 + 975.

Notemos que 37 —2 =35 =15 x 7, de donde 37 =2 (mod 5). Por el numeral (i) y (5), se observa que
372 = 22 = 4 (mod 5), como consecuencia 37* =4 x 4 =16 = 1 (mod 5), luego 37 = 12 = 1 (mod 5).
Como 975 es maltiplo de 5, entonces es congruente a 0 mddulo 5, y ademds 49 = 4 (mod 5) y 803 = 3
(mod 5), por lo tanto, al usar el numeral (iii), (iv) y (v) de la proposicion anterior, se concluye que

37° —49 x803+975=1-4x3+0=1-12=1-2=—1 (mod 5)

En ciertos casos resulta util trabajar con residuos negativos, sin embargo, en este problema particular bus-
camos que sea positivo y basta con notar que —1 —4 = =5, luego —1 =4 (mod 5) es el residuo del nimero
con el que empezamos.

Principio de Sustitucién: Para sumar y multiplicar en una congruencia, cualquier numero puede
sustituirse por otro a la que éste sea congruente sin alterar la validez de la congruencia.

Este Principio es lo que hace a las congruencias especialmente ttiles, pues basta con reducir los enteros
a los residuos y operar con ellos para sacar conclusiones de algin problema dado.

Nota 1.10. El Principio de sustitucion aplica inicamente para los operadores de suma (o resta) y mul-
tiplicacién (pero no division). Ejemplos como los exponentes fallan, pues 8 = 3 (mod 5), pero 8 = 1
(mod 5) mientras que 3> =4 (mod 5).



Proposiciéon 1.11. Para a y b enteros, y n natural, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si d es un divisor de n, y a =b (mod n), entonces a = b (mod d).

(17) Simy y ng son naturales tales que n es su minimo comin multiplo, y se dan las congruencias a = b
(mod ny) y a =b (mod ny), entonces a =b (mod n).

Demostracién de Proposicién 1.11 : (i) De la congruencia, sabemos que n | a — b, pero si dminn,
entonces d | a — b, es decir, a = b (mod d).
(17) Nuevamente, de las congruencias se sigue que a — b es multiplo de n; y de ng, por lo tanto, debe ser
miltiplo de su minimo comun miltiplo n, y n | @ — b, es decir, a = b (mod n).
|

A partir de esta Proposicién, se tiene el siguiente resultado que junto a 1.11 son de gran utilidad en
resoluciéon de problemas relacionados con congruencias.

Teorema 1.12. Sea n = p]flpgr"...pfnm la descomposicion de n de potencias de primos distintos. Entonces
la congruencia a = b (mod n) es equivalente a las congruencias

a=0b (mod ph)
a=0b (mod ph?)

a=0b (mod pFm)

Demostracién de Teorema 1.12 : Supongamos que a = b (mod n). En este caso, cada pf con
i = 1,...,m, es divisor de n, por lo que del numeral (i) de la Proposicién 1.11 se concluye que a = b
(mod p¥) para cualquier 1 < i < m.

En caso contrario, si a y b satisfacen el sistema de congruencias, entonces por el numeral (i7) de la
Proposicién 1.11, se tiene que como mem(pt', pb?, ... pFm) = n, entonces a = b (mod n) de donde se
concluye el resultado.
|

Ejemplo 1.13. Veamos que la ecuacién x?> — 7 = 45y no tiene soluciones (x,y) enteras. Si hubiese
una solucion, entonces se debe cumplir que x> —7 = 0 (mod 45), o equivalentemente x> = 7 (mod 45).
Puesto que 45 = 5 x 3%, entonces por el Teorema 1.12, basta con verificar que x*> = 7 (mod 5) y 2? =
(mod 9). Por el Principio de sustitucion, basta con verificar los casos para x = 0,1,2,3,4 en el caso de la
congruencia con 5, pues los demds casos son equivalentes y asi observamos que

z | z? | (mod 5)
00 0
111 1
2| 4 4
319 4
4|16 1

Por lo tanto, puesto que 7 =2 (mod 5), podemos observar que x>

lo que no existen soluciones a la ecuacion x> — 7 = 45y.

nunca es congruente a 2 modulo 5, por



Proposicién 1.14. Sea n un natural.

(i) Si a es un entero primo relativo con n (esto es, med(a,n) = 1), entonces existe un entero b tal que
ab=1 (mod n). (Cuando esto ocurre, diremos que a es invertible y b es el inverso de a médulo n.)

(i) El reciproco también se cumple, es decir, si ab=1 (mod n), entonces a y n son primos relativos.

Demostracién de Proposicién 1.14 : (i) Si a y n son primos relativos, entonces existen enteros x y
y tales que ax + ny = 1, bajo congruencias esto es equivalente a

l=ar+ny=ar+0=ax (modn).

De esta forma, al tomar un entero que cumpla que b = z (mod n), cumple lo que queriamos demostrar.
(17) De la congruencia dada, se tiene que n | ab — 1, es decir, existe un entero m tal que nm = ab —1, o
equivalentemente, 1 = ab + n(—m), es decir, se obtiene una combinacién lineal de a y n que da 1, lo cual
implica que a y n son primos relativos.

Ejemplo 1.15. Veamos que si mcd(a,n) = d > 1, entonces existe un entero k con k # 0 (mod n) tal que

ak =0 (mod n).

Si med(a,n) = d, entonces a = da’ y n = dn’ para ciertos enteros o' y n’. De este modo, notemos
que an’ = da'n’ = nd’, es decir, an’ — 0 = na’ y an’ =0 (mod n), y en particular n’ Z 0 (mod n), pues
0 < n’ <mn, entonces basta con tomar a k =n'.

Proposicién 1.16. Si d = mcd(a,n) y ax = ¢ (mod n):

(i) Eziste una solucion x si d | ¢ y ademds como a = da’, ¢ = dd y n = dn’, entonces la congruencia
anterior se puede reescribir como a'x = ¢ (mod n').

(i) Si d 1 c, entonces no existe una solucion x para dicha congruencia.

Demostracién de Proposicién 1.16 : (i) Notemos que az — ¢ = d(a’x — ) y por la congruencia dada,
se sigue que n divide a a’z — ¢ si y sélosi n' | a’x — ¢, por lo tanto, la congruencia es equivalente a o’z = ¢
(mod n’) y asi mismo, como med(a’,n') = 1, entonces por la Proposicién 1.14 sabemos que existe una
solucion para .

(77) Procediendo por contradiccién, supongamos que existe x; que satisface ax; = ¢ (mod n). Como
consecuencia, se tiene que n | ax; — ¢y asi existe m entero tal que axy — ¢ = mn, sin embargo, puesto que
d divide a a y a n, entonces debe dividir a ¢, lo cuél contradice que d 1 ¢ y la congruencia no tiene solucién
para .

Ejemplo 1.17. Encuentra todos los enteros x tales que 4x + 20 = 27x — 1 (mod 5). Por el Principio
de Sustitucion, podemos reducir la congruencia a 4x = 2x — 1 (mod 5), mds ain, se sigue que 2x = —1
(mod 5). Se observa que med(2,5), por lo tanto, existe el inverso de 2 en médulo 5, y trds prueba y error
se verifica que 2 x 3 = 1 (mod 5). De esta manera, al mutiplicar por 3 en la congruencia, se sigue que

= —3 (mod 5) o equivalentemente, x = 2 (mod 5) y en general las soluciones estin dadas por x = 5k+2
para k entero.

Teorema 1.18. (Teorema Chino del Residuo.) Para k entero positivo, sini,na, ...,ng son k naturales
primos relativos por parejas (esto es, para cada pareja (i,7) con i # j se cumple que med(n;,n;) =1 para



1 <4, <k). Siby,by,.. b son enteros, entonces el sistema

b1 (mod nq )

(mod ny)

|
=
N

x=b (mod ng)

tiene solucion y es unica respecto al modulo N = nins...ng, es decir, existe al menos una solucion y para
dos soluciones x1,xy se satisface que x1 = x5 (mod N).

Demostracién de Teorema 1.18 : Definamos a a; = nﬂ para cada 1 < ¢ < k. Tenemos que a; es
7

entero, por definiciéon de N y ademds med(a;, n;) = 1, entonces por la Proposicién 1.14 se sigue que cada

a; tiene un inverso, digamos ¢;, en el médulo n; para cada 1 < i < k. Definamos al entero zy como

To = CllblCl + angCQ + ...+ akbkck,

y veamos que es solucion del sistema de congruencias. Por definicién de a;, se tiene que n; | a; para j
distinto de ¢ y como consecuencia, a;b;c; = 0 (mod n;) para cualquier 1 < j < k excepto para j = i, luego,
xo = a;bie; (mod n;), sin embargo, como ¢; es inverso de a; en médulo n;, entonces zg = b; (mod n;) y en
efecto zq es solucién del sistema.

Por la Proposicién 1.11, se tiene que si z; también es soluciéon del sistema, entonces como N =
mem(ny, ng, ..., Ng), se sigue que como rg = x; = b; (mod n;) para 1 < i < k, entonces o = z; (mod N).
Reciprocamente, por la misma proposicion se puede notar que cualquier entero de la forma xo 4+ Nm para
m entero serd solucién del sistema.
|

A pesar de que parezca enredado, el Teorema Chino del Residuo es de gran utilidad para garantizar la
unicidad de nuestras soluciones e inclusive la demostracién muestra una forma explicita de como calcular
una de las soluciones y por tanto todas las demas. También es importante observar que el reciproco del
Teorema no necesariamente es cierto, es decir, no necesariamente debe de ocurrir que los moédulos sean
primos relativos entre si para que exista una solucion, sin embargo, cuando sucede siempre se garantiza la
existencia de dicha solucién.

Ejemplo 1.19. Resuelve el siguiente sistema de congruencias

r=2 (mod7)
r=0 (mod?9)
r=4 (mod 10).

Notemos que 7,9 y 10 no comparten factores, y por tanto son primos relativos entre si, entonces por el
Teorema Chino del Residuo existe una solucion. Veamos que una forma de calcular la solucion es analoga
a la demostracion, entonces tomemos a ay = 90, as = 70 y a3 = 63, de donde sus inversos son ¢; = 6,
co =4 ycg =7 en los modulos 7,9 y 10, respectivamente, por lo tanto una solucion esta dada por

Zo :a1b101+a2b202+a3b303
=90-2-6+70-0-4+63-4-7=2844.

De esta forma, todos los enteros de la forma xo 4+ 630m son las unicas soluciones del sistema.



Una manera que en ciertas situaciones resulta mds prdctica, es considerando al entero y, = 10n + 4
para n natural. La motivacion de tomar a dicho nimero viene del hecho de la tercera congruencia, pues
dicho modulo es el mayor, y la estrategia es considerar distintos valores de n hasta encontrar algin vy,
que cumpla con las congruencias del sistema, de las cuales sabemos que en algun momento debemos de
encontrar dicho valor de n por el Teorema Chino del Residuo, asi vemos que al intentar distintos valores
de n,

Y1 = ]_4, Yo = 24
Ys = 34, Yag = 44
Ys = 94.

En particular, yy es mailtiplo de 9 y cumple con dos de las congruencias pero no con la primera, entonces
ahora tomamos a z, = 54 + 90n y haciendo el mismo procedimiento se observa

z1 = 144, 2z =234, 23 =324.
De donde se sigue que z3 = 7(46) + 2, por lo tanto 324 satisface el sistema de congruencias y ademds se

comprueba que 324 = 2844 (mod 630), pues 324 + 4(630) = 2844.

Ejemplo 1.20. Probar que para cualquier entero positivo n, existen n numeros consecutivos tal que cada
numero es divisible entre el cuadrado de un entero mayor a 1.

Consideremos a n niumeros primos distintos p1, ps, ..., Pn, Yy puesto que se buscan enteros consecutivos,
consideremos al sistema de congruencias

=—1 (mod p?)
= -2 (mod p3)
r=-n (mod p?).

Puesto que son primos, entonces sus cuadrados son primos relativos entre si y por el Teorema Chino del
Residuo, existe una solucién del sistema, digamos xq, y dicho entero satisface que p3 | xo+1, p3 | xo+2,...,
P2 | xo+n, que es lo se queria demostrar.

Teorema 1.21. (Teorema de Wilson.) Sip es un primo, entonces (p — 1)l = —1 (mod p).

Demostracion de Teorema 1.21 : Por ser un niimero primo, cualquier entero no multiplo de p tiene
inverso multiplicativo médulo p. Para el producto (p — 1)!, cada que un factor se junte con su inverso,
entonces ambos se cancelan, sin embargo, puede ocurrir el caso en el que un factor x sea su mismo inverso,
es decir cuando 22 =1 (mod p).

Esto tltimo implica que (z+1)(z—1) =0 (mod p) lo cual es equivalente a que p | (z+1) op | (z—1),

pues p es primo. Por lo tanto, x =1 (mod p) o # = —1 (mod p) y el 1 y —1 son los tunicos residuos del
producto (p — 1)! que no se pueden cancelar, y asi (p — 1)! = —1 (mod p).
[ |



2 Ejericios
La siguiente lista de ejercicios no siguen ningtn orden de dificultad en particular, por lo que se recomienda
intentarlos todos.

Ejercicio 2.1. Demuestra el criterio de divisibilidad del 3 usando congruencias.

Ejercicio 2.2. Demuestra que para cualquier coleccion de 7 nimeros enteros siempre se pueden escoger a
2 de ellos cuya suma o resta es divisible entre 11.

Ejercicio 2.3. Demuestra que si un triangulo rectangulo tiene lados a,b y ¢ y ademds son enteros, entonces
el producto abc es multiplo de 30.

Ejercicio 2.4. Sea p > 3 un nidmero primo. Encuentra med((p — 1)! 4+ 1, p!).

Ejercicio 2.5. Para n y m enteros, prueba que 2n+ 3m es divisible entre 17 si y sélo si In + 5m también
lo es.

Ejercicio 2.6. Demuestra que para p primo y a,b enteros, entonces (a + b)P = a? + b (mod p).

Ejercicio 2.7. La sucesion de Fibonacci Fy, Fs, F3, ... se define como sigue: los dos primeros términos son
1, es decir F1 = Fy =1, y paran > 3 se toma a F,, = F,,_1 + F,,_o. Demuestra que hay infinitos términos
de la sucesion de Fibonacci que son maltiplos de 9.

Ejercicio 2.8. Encuentra todas las tercias de numeros naturales en progresion aritmética de diferencia 2
tales que la suma de sus cuadrados sea un numero de cuatro cifras iguales.

Ejercicio 2.9. Encuentra el residuo de 16'° — 815 — 415 — 215 — 115 mdgdulo 96.
Ejercicio 2.10. Determina todos los enteros a,b,c,d > 0 que satisfacen 4* 4+ 5° + 6¢ = 7.
Ejercicio 2.11. Demuestra que para cualquier entero n, la fraccion
n?+n-—1
n? +2n
es irreducible (en otras palabras, el numerador y denominador son primos relativos.)

Ejercicio 2.12. Para cualquier entero n demuestra que 22k + 7 y 33k + 5 son primos relativos.

Ejercicio 2.13. Encuentra todos los enteros = tales que 5x® — 22? +1 =0 (mod 6).



Ejercicio 2.14. Usando congruencias, demuestra que para n y m enteros, (n — 1)> | n™ — 1 si y sdlo si
n—11k.

Ejercicio 2.15. Calcula el residuo de 333333 mddulo 33.

Ejercicio 2.16. ;Para cudntas parejas de nimeros enteros a y b entre 0 y 1993 se satisface que a®> —ab—1
es maltiplo de 1994 ¢

Ejercicio 2.17. Sean a y b enteros tales que a + 5b y 5a — b son ambos divisibles entre 2002. Demuestra
que a?® + b* es miiltiplo de 2002.

Ejercicio 2.18. Sean n natural y a entero, demuestra que si a® =

entonces med(a,n) = 1.

(mod n) para algin entero t > 1,

Ejercicio 2.19. Encuentra todos los numeros de 4 cifras que no tengan ceros y que al elevarlos al cuadrado
terminen en las mismas 4 cifras (en el mismo orden).

Ejercicio 2.20. (Regional Noroeste 2019) José y Maria juegan el siguiente juego: Maria escribe 2019 en-
teros positivos distintos en el pizarrén. José borra algunos de ellos (posiblemente ninguno, pero no todos)
y escribe a la izquierda de cada uno de los nimeros restantes un signo + o un signo —. Después se calcula
la suma escrita en el pizarron. Si el resultado es multiplo de 2019, José gana el juego; si no, gana Maria.
Determina cudl de los dos tiene una estrategia ganadora.

Ejercicio 2.21. Sean x y y enteros positivos impares tales que vy + x = 2218 + 42 4+ 3. Encuentra todos
los posibles valores de 2.

Ejercicio 2.22. Demuestra que para cualquier naturaln, el nimero 2(n?+1)—n no es un cuadrado perfecto.
Ejercicio 2.23. ;Para qué enteros positivos a,b y c se satisface que 1 + 2% + 3* = 6°2

Ejercicio 2.24. Sean m y n enteros positivos. Demuestra que si el ultimo digito de m? +mn+n? es cero,
entonces sus ultimos dos digitos son ceros.

Ejercicio 2.25. Demuestra que en la sucesion de numeros 11,111,1111, ... no existe ningin niumero que

sea la quinta potencia de un entero (es decir, no existe un entero n tal que n® = 11...11 para cierta cantidad
de 1's).

Ejercicio 2.26. (OMM 1997) Encuentra todos los primos positivos p tales que 8p* — 3003 también sea un
numero primo.

Ejercicio 2.27. Encuentra todos los enteros positivos n y m tales que n! + 8 = 2™.



Ejercicio 2.28. Determina todos los primos distintos p,q,r y s tales que p+q+r+s es un numero primo
y los nimeros p* + gs y p* + qr son ambos cuadrados perfectos.

Ejercicio 2.29. Sea n un entero positivo mayor a 1. Encuentra el minimo valor de n para el cual se tiene
que el promedio de los nimeros 12,2232, ....n% es un cuadrado perfecto.

Ejercicio 2.30. Demuestra que no existen enteros p,q y k, con p y q primos, tales que p—q = 2 y pq+ 10*
sea un NUMEro Primo.
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