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jHola! En esta sesién, nos enfocaremos a resolver bastantes problemas de Teoria de nimeros, sobre todo de

congruencias, pues probablemente es la herramienta mas poderosa que tendran para resolver problemas de

olimpiada, y es importante que sepan cémo usarlas bien.

Ademaés, veremos algunos resultados cortos pero tutiles para algunos problemas en particular, pero esta vez

tu los probaras todos.
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Resultados varios

En esta seccion probaran varios resultados un poco aleatorios pero que pueden ser muy tutiles para problemas

de Teoria de Ndimeros y/o Algebra.
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. Prueba que 124+ 22 4+ ... 4+ n2 =

n(n+1)

. Pruebaque 14+2+---4+n= =",

2
n(n+1)(2n+1)
-6
- 1 2
Prueba que 13+ 23 +...n3 = (%) .
Prueba que 1+ 3+ -+ (2n — 1) = n%.
Prueba que 2+4+---+2n=n(n+1).
Sean a, b, ¢ enteros positivos tales que alc, blc y MCD(a,b) = 1. Prueba que ablc.
Sean z,y enteros. Prueba que x — y|z™ — y™ para todo entero positivo n.
Sean z,y enteros. Prueba que x + y|z™ + y™ para todo entero positivo impar n.

Identidad de Sophie Germain: Sean a, b enteros. Factoriza a*+44b* como el producto de dos enteros,

ninguno de ellos 1.

. Puedes encontrar alguna férmula que diga cuanto vale 1¥ 4+ 2% 4. .. 4 n* para cualesquiera n, k enteros

positivos?

Congruencias, congruencias y mas congruencias

Ahora, resolveras muchos problemas en los que las congruencias facilitan muchas veces el trabajo, aunque

también puede que algunos de los resultados de la seccién anterior te sean ttiles.

1.

2.

Sea n un entero. ;A qué puede ser congruente n? médulo 3? ;Y médulo 4?

Si quieres saber los ultimos n digitos de un entero positivo, ; Qué moédulo podrias usar?
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Demuestra los criterios de divisibilidad del 2, 3, 4, 5, 8, 9 y 11 si es que no lo has hecho.

Sea m un entero. ;A qué valores puede ser congruente n?2 médulo 3? ;A cudles puede serlo n* médulo
47

( Cudl Teorema podria ser 1util para calcular los valores del punto anterior?

Demuestra que, para todo entero positivo n, 5|n® + 4n.

Sea p un primo mayor a 3. Prueba que p es congruente a 1 o 5 moédulo 6.

Demuestra que la diferencia de 2 cubos consecutivos no puede ser divisible entre 3.
Encuentra todos los enteros positivos n tales que 9|n3 + 2.

Prueba que si p es un primo mayor a 3, entonces 24[p? — 1.

Encuentra todos los primos p tales que p|2P + 1.

Sean a y b enteros positivos. Prueba que (a + 36b)(b + 36a) no puede ser una potencia de 2.
Prueba que 3* + 429 no es un ntimero primo.

Prueba que 2021]12021 4 22021 4 32021 4 ... 4 90202021 4 20212021,

Prueba que para todo entero positivo n, 3804|(n? — n) (5874 + 34n+2),

Sea n un entero mayor a 1. Prueba que n? 4+ 4™ no es un ndmero primo.

Sean a, b, ¢ enteros positivos tales que a? + b? = 2. Prueba que 30|abc.

Demuestra que 728|a*7 — a3.

Teorema de Wilson: Sea p un ntimero primo. Prueba que (p — 1)! = p — 1 mod p.

Prueba que 11|3%7+2 4 26n+1,

Sea p un ntmero primo tal que existe un entero a para el cual a2 + 1 = 0 mod p. Prueba que p se

puede escribir como la suma de dos cuadrados.

Sean x,y,z enteros no negativos. Prueba que las tunicas soluciones a la ecuacion 3* + 4Y = 5% son
0,1,1) y (2,2,2).

Teorema de Fermat sobre la suma de 2 cuadrados: Sea p un primo mayor a 2. Demuestra que

p se puede escribir como la suma de 2 cuadrados si y solo si es congruente a 1 moédulo 4.

Funciones aritméticas

Para finalizar, veremos algunas funciones que comen enteros positivos y nos regresan algin valor que puede

ser util para ciertos problemas. Nuevamente, ti tendras que demostrarlas todas. Supongamos que n es un

entero positivo tal que

— 1,2 a
n =p; Py ...pn".

A la cantidad de divisores positivos de n la llamaremos 7(n), a la suma de todos sus divisores positivos o(n)

y al producto de todos sus divisores 7(n).



. Demuestra que
7(n) = (1 + 1) (as +1)... (o, +1).

O‘l+1,1 Ot2+171 Oén+171
() () (55
p1—1 p2—1 pn—1

. Demuestra que

. Demuestra que

. i Cuédntos cubos positivos dividen a 3!- 5! - 7!7

. Demuestra que si a y b son primos relativos, entonces 7(ab) = 7(a)7(b) y o(ab) = o(a)o(b).
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