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1. Desigualdades

NOTA IMPORTANTE: Este material tiene una serie de anexos al final. Es
altamente recomendado consultarlos como recurso adicional a este material
(cuando termines este material, de preferencia).

Definicion
Una desigualdad es justamente lo opuesto a una igualdad, de manera que con ellas

indicamos que dos cantidades o expresiones no son iguales. Puede ser que una
expresion sea menor (<), mayor (>), menor o igual (<) o mayor o igual (=) que otra.

Si tenemos por ejemplo la desigualdad 2x + 3 > 11, podemos considerar los
siguientes casos:

x Zr + 311 Coneclusion

3 9 =11 Enunciado falso

4 I =11 Enunciado falso

5 13 =11 Enunciado verdadero
[i] 15 = 11 Enunciado verdadero

Y en general, para cualquier valor de x mayor que 4, vamos a tener que el enunciado
ser& verdadero.

Esta ultima conclusion es un poco extrafia, parece sugerir que la desigualdad tiene
infinitas soluciones, ¢seréa esto posible? Veras, resolver una desigualdad quiere
decir que tenemos que encontrar todas las soluciones. En general tendremos que
la mayoria de las desigualdades tienen de hecho una cantidad infinita de soluciones.
Para representarlas se utilizan intervalos.

2. Intervalo

Un intervalo es un conjunto de valores que van de un limite inferior a un limite
superior. Se pueden representar usando una desigualdad, la notacién de
conjuntos o usando una grafica. Hay dos tipos de intervalos, abiertos y cerrados.
Los intervalos abiertos se dan cuando el limite no forma parte del conjunto de



nameros, y los abiertos cuando si se incluye. Por ejemplo, si tenemos el intervalo
de nimero enteros? {4, 5, 6, 7}, podriamos considerar que el limite inferior es 3 y
no lo incluimos, y al mismo tiempo podriamos considerar al limite superior como 7,
que si esta incluido. Entonces, decimos que el intervalo es abierto por abajo y
cerrado por arriba. Usando desigualdades se pude representar como 3 < x < 7, de
manera que usamos los simbolos de mayor que y menor que para intervalos
abiertos, y menor o igual y mayor o igual para los cerrados. En forma de conjunto
se representa asi x € (3,7], donde € se lee como “pertenece a”. Usamos paréntesis
para representar un intervalo abierto, y corchetes para los cerrados. Para la
representacion grafica se usa la recta numérica, y al igual que con la notacion de
conjuntos se usa paréntesis para intervalos abiertos, y corchetes para cerrados?.

Observa esta tabla con ejemplos para que veas la relacion entre cada forma de
representar intervalos:

Notacion Desigualdad Grifica

(1) (a, b) a<x=<h { ) -

(2) |_l£4'. :!rJ'J a=x=b [ } -

(3) [a, b) a=x=h p ) -

(4) (a, b] a<x=b { ] -

(5) (a, =) x> a ¢ -
(6) a, =) xX=a r -
{7y [ —oe, b) r=bh ) -

||I.

(8) (—o=, b] x=bh 3 -
(9) (—o, 'JG} —o0 < y <L 0 -

1 En general cuando hablamos de intervalos usaremos nimeros reales. Se decidié usar enteros en este
ejemplo por simplicidad.

2 En algunos textos se utiliza una bolita rellena para intervalos cerrados y una bolita en blanco para abiertos.
Eiemplo.


https://iescastelar.educarex.es/web/departamentos/matematicas/matematicasccss2ba/matematicas2ccss/imagenes/tlimitesintroduccion4.gif

Entonces veiamos que la solucion de la desigualdad de arriba era todas las x cuyo
valor es mayor que 5. La solucion es entonces un intervalo que puede ser
representado de las siguientes maneras:

Desigualdad: 4x < oo
Notacion de conjuntos: x € (4,0) — notar que infinito siempre es abierto
Y la gréfica, que queda como ejercicio dibujarla.
>Ejercicios talachudos?: Seccién 2.6 (p. 7), hacer los impares del 3 al 20.
Propiedades

En general, podemos manipular las desigualdades igual que las igualdades, salvo
dos excepciones: la division y multiplicacion entre negativos.

Observemos la siguiente tabla:

Propiedad Tustracion
(1) Sia<byb < c,entonces a < ¢ 2<5vy5 <9, entonces 2 < 9.
(2) Sia < b, entonces 2 = 7, entonces
at+te=b+cecya—c=5b—rc 2+3<T+3y2-3<7-13
(3) Sia < byec =10, entonces 2 < 5v 3 =0, entonces
a b 2 5
< bcy—<—. 2:3<5-3y-<—.
e €y C C Y 3 3
(4) S1a < byc =1, entonces 2 << 5y —3 < 0, entonces
il b 2 5
ac = bey— = —. 2(-3) = 5(-3) y = = —.
¢ C —3 —:

Entonces, la Unica diferencia es que al multiplicar o dividir por un nimero negativo
tenemos que invertir el signo de la desigualdad. Esto es muy importante, asi que no
lo olvides.

Ejemplos resueltos:

3 Para los ejercicios talachudos ver el anexo 1
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Resolver una desigualdad

Resuelva la desigualded —3x + 4 < 1L

SOLUCIGON —ix+4=11 original
(—3x +4) —4 =< 11 — 4 resied
—ir < 7 simplificue
—_?'I. l divida enre —3;
—3 —3 invierta el signo de desigualdad
x> —_—: \ill!l'l)llﬁL'l.I\_"

Entonces, las soluciones de —3x + 4 <0 11 estdn formadas por todos los
nimeros reales x tales que x = —=%. Este es el intervalo [—1 = | trazado en la
figura 3. u

m Resolver de una desigualdad

Resuelva la desigualdad 4v — 3 < 2y + 5.

SOLUCION
dr —3C2c 4+ 5 original
{4 —3) 4+ 3 < (2 + 5) + 3 sume3

dr<-2r+ 8§ sirmplifigue

d4r — 2r <D [(2x + B} — 2x reste 2x
2r= R sirmplifigue
2r 8 =
? = ? divida entre 2
<4 simiplifigue

Por lo tanto, las soluciones de la desigualdad dada estan formadas por todos
los niimeros reales x tales que x < 4. Este es el intervalo ( —=, 4) que se ve en
la figura 4. [ ]

Resolucidn de una desigualdad continua

. ) 4 = 3y
Resuelva la desigualdad continua —35 = T < 1.
SOLUCION  Un niimero x es una solucion de la desigualdad dada si y salo si
=4S o4 -G
-2 ! 2

=53 < L.

Podemos trabajar con cada desigualdad por separade o resolver ambas desi-
gualdades simultaneamente, como sigue (recusrde que nuestra meta es aislary):

4 — 3x
—f= —] arigzinal
5 argin
—I0= 4 — 3x =2 multiplique por 2
- —4= =“Inx=2—-4 eued

-4 = —x = =2 \i|t1|’!l|i1—||.|lla."



X =3 simplifique
14

=; X = '.'--_:'|.I.' 1l esguirvalents

FIGURA &

Ast, las soluctones de o desigualdad son wodos los ndmeros del intervalo
. ey ia 147 -
0 semiabierio |_-i_ T | que se ve en la |Iyl.lli.l 4] |

m Resolucion de una desigualdad racional

Resuelva la desigualdid — =0
) x—

FIGURA 7 SOLUCION  Como el numerador e positivo, la fraccidn es positiva si y sélo
si el denominador, x — 2, es también positivo, Asf, ¥ — 2 = 0o, lo que ¢s equi-
valente, x > 2, v las soluciones son odos los nomeros del intervalo infinito (2,
=) que se ve en la figura 7. |

Observa como en el ejemplo 5 x —2 # 0, pues si fuera 5 la fraccion quedaria
indeterminada.

3. Desigualdades con valores absolutos

, . ., x,six=0
El valor absoluto de un niamero se define como la funcién |x| = {—x Gix <O La
interpretacion grafica es que el valor absoluto de un ndmero es la distancia del
namero al 0 en la recta numérica, y una interpretacion mas coloquial es que

tomamos el nUmero y nos quedamos con el valor positivo.

Algunas propiedades* del valor absoluto son las siguientes:

o |=x|=|x|

o x|*=x?

e |ab| = |a||b|
al _la
bl p]

Cuando tenemos una desigualdad como |x| < 3, tenemos que es verdadera cuando
x < 3, pero también cuando x > —3, de manera que la solucion es —3 < x < 3.
También se puede pensar de forma grafica: queremos el conjunto de puntos que
estan a una distancia menor que 3 del origen.

Si ahora tenemos la desigualdad |x| > 3, la interpretacion grafica seria el conjunto
de puntos que estan a una distancia mayor que tres del origen, por lo que
tendriamos x > 3 para los puntos del lado positivo, y x < —3 para los del lado
negativo. Si te fijas, la respuesta aqui esta dada por dos desigualdades, y basta con

4 Intenta ver por qué son ciertas, no es muy complicado



que una se cumpla para validar algun valor. Para representar esa respuesta
podemos usar el simbolo de unién U en la notacién de conjuntos: (—o, —3) U (3, ),
o simplemente poner x < =3 0 x > 3.

En esta tabla se resumen las propiedades de las desigualdades con valor absoluto

Propiedades de los valores (1) |a| < b eseguivalentea —b<a<h

absolutos (b > 0) (2) |a| = & esequivalentea o= —boa >0

EJEMPLO 7 Resolucion de una desigualdad que contiene
un valor absolute

Resuelva la desigualdad |x — 3| = 0.5,

2.6 Desigualdades 109

SOLUCION
|.'£ - 3| = (L5 original
=5 =< v — 3 =05 progriedad
=05+ 3<{x—3)+3 <05+ 3 aiske ol sumar }
25=x=35 simplifique

FIGURA 12 De este modo, las soluciones son los ndmeros reales del intervalo abierto (2.5,
} + } 3.5). La grifica se traza en la figura 12, [ ]
0 1 2 25 3
EJEMPLO B Resolucién de una desigualdad que contiene un valor
absoluto
Resuelva la desigualdad | 2v + 3| = 9,
SOLUCION |2 + 3| =9 original
x4+3=-9 o x4+3>0 propiedsd 2
2= —12 o r =0 resie 3
FIGLUR&3
T = _{_I (1] | - j dhivida entre 2
e
—6 { 3 En consecuencia, las soluciones de la desigualdad | v+ 3 | = 9 estin forma-
das por los nimeros en {—, —6) L (3, =), La grafica se traza en la figura 13
|

Lo mas importante que tenemos que tener en mente al resolver una desigualdad es
que el resultado siempre sera un intervalo, o un conjunto de intervalos. A diferencia
de las igualdades, no hay un conjunto de pasos bien definidos para resolver las



desigualdades, se trata de manipularlas y tener cuidado de no cometer errores.
Conforme agarres practica encontraras que en realidad es sencillo.

>Ejercicios talachudos: Seccidn 2.6 (p. 7), hacer todos los multiplos de 3, del
21 al 74.

4. Desigualdades cuadraticas

Detalle importante®; observa que para cualquier valor de x siempre se cumple que
2
x4 = 0.

Cuando nos enfrentamos a una desigualdad que contiene factores cuadraticos, lo
gue tenemos que hacer es 1) dejar en ceros uno de los lados de la desigualdad,
y 2) factorizarla lo mas que podamos. Una vez que tenemos sus factores, hay
que analizarlos por separado, tomando en cuenta un valor k al que llamaremos
valor de prueba. Veamos un ejemplo

EJEMPLO 1 Resolucion de una desigualdad cuadratica
Resuelva la designaldad 20 — x <2 3,
SOLUCION  Para usar valores de prueba, ex esencial tener 0 en un lado del
sigre de desigpaldad. Asi, procedemos como sigue:
2x* — x << 3 original

xi—=x—=3<0 iguale o 0 un lado

FIGURA 1 (x + 12y — 3) < (0 factorice

g 1 " 4 ’ L 4 2 . 5 =

— Tttt Los factores x + | v 2x — 3 son cero en — 1 v 3, respectivamente. Los puntos
-1o correspondientes en una recta coordenada (vea la Ggura 1) determinan los

intervalos que no se intersectan.
3 i
(—= =10, =Lz} v (5, =)

Podemos hallar los signos de x + 1 v 2r — 3 en cada intervalo s1 usamos un
valor de prueba tomado de cada intervalo, Para ilustrar, si escogemos & = —10
en (—o,—1), los valores de x + 1 y 2x — 3 son negativos, v por lo tanto son
negativos en todo (—= —1). Un procedimiento similar para los resiantes dos
intervalos nos da la sigwiente fabla de signes, donde el término signe resil-
tanie de la 0ltima fila se refiere al signo obtenido al aplicar las leyes de los sig-
nos al producto de los factores. Note que el signo resultante es positivo o
negativo segin siel mimero de signos negativos de faclores es par o impar, res-
pectivamente,

Intervalo (==, =1 | (-1,3) | (3, =

Signode x + 1 -
Signo de 2x — 3

Signo resultante t -

5> éPuedes ver por qué?



A veces es conveniente representar los signos de x + 1 y 2Zv — 3 usando
una recta coordenada ¥ un diagrama de signos, del tpo que se ilustra en la
figura 2. Las lineas verficales indican donde son cero los factores y los signos
de factores s¢ muestran arriba de la recta coordenada, Los signos resultantes
s¢ imdican en rojo.

FIGURA 2

Las soluciones de (x + 102y — 3= 0} son los valores de x para los cua-
les el producto de los factores es negative; es decir, donde el signo resultante

es negativo, Esto corresponde al intervalo abierta {—1, g,l . [ ]

El siguiente ejemplo sirve para ilustrar como el andlisis se tiene que hacer de
manera individual para cada elemento, pero tomando en cuenta a los demas.
Observa como ninguno de los factores del denominador pueden ser cero, pues la
division resultaria en indeterminacion.

Uso de un diagrama de signos para resolver
una desigualdad

(x + 203 —x) _

Resuelva la desigualdad ———————
{x+ 1hx® + 1)

SOLUCION  Como 0 va estd en el lado derecho de la desigualdad v el lado
izgquicrde estd factorizado, podemos ir dircctamente al diagrama de signos de
la figura 4. donde las lineas verticales indican los ceros (—2, —1 v 3) de los
factores

FIGURA 4

'-il_::n.'..':* L — oy
Signo de x -
1

ﬁigrl:ll-.'\l.|l:|.|'|t|.' t - t -
Signo de x

L

T

T

-2 o

El cusdro alrededor de —1 indica que — 1 hace que un factor del denominador
de la desigualdad original sea igual a 0. Como el factor cuadritico £ + 1 es
siempre positive, no tene efecto en el signo del cociente v por tanto puede
omitirse del diagrama.

Los diversos signos de los factores se pueden hallar usando valores de
prueba. Alternativamente, s6lo necesitamos recordar que cuando x aumenta, el
signovde un factor lineal av + & cambia de negativo a positivo si el coeficiente
a de v es positivo, ¥ el signo cambia de positive a negativo si @ es negativo,

Para determinar dénde es que el cociente es menor o igual a 0. primero
vemos del diagrama de signos que es negative para ndmeros en (=2, —1) L

(3, =), Como ¢l cociente es D en v = —2 v x = 3, los mimeros —2 ¥ 3 tam-
bicn son soluciones y deben estar incluidos en nuestra selucion. Por dltimo, el
cociente es indefimdo en x = — 1, de modo que — 1 debe ser evelwido de noes-

tra solucion. Asi, las soluciones de la desigualdad onginal estin dadas por

[—2. =1 U [3, =) [ ]



>Ejercicios talachudos: Seccion 2.7 (p. 15), resolver los multiplos de 3 del 1 al
42.

En las secciones posteriores veremos algunas de las desigualdades basicas que
nos pueden ayudar a resolver problemas de la OMM.

IMPORTANTE: NO CONTINUES HASTA QUE TE SIENTAS BIEN
RESOLVIENDO Y MANIPULANDO DESIGUALDADES. SI AUN TIENES DUDAS,
CONTACTA A TU ASESOR(A).

5. Suma de cuadrados

Esta desigualdad se basa en que x? > 0. De esta manera, Si tenemos que una
expresion esta formada por puros miembros que son cuadrados, podemos
garantizar que sera mayor o igual que cero.

Ejemplo: Demuestra que x? + y? > 2xy para cualesquiera x.y € R.

Si le restamos 2xy a cada lado de la igualdad, tenemos que x2 + y? — 2xy >0,
factorizando el lado izquierdo de la desigualdad tenemos que (x — y)? > 0, que se
cumple, por ser cuadrado. Como esta ultima expresion se cumple, nos podemos
regresar y asi demostrar que x? + y? > 2xy. Observa como la igualdad se da
cuando x = y.

Otro ejemplo: Encuentra todos los conjuntos de numeros reales positivos (a,p, q, 1)
tales que p,q,r > 0y que satisfacen 4a? + 12a = —10 — pqr.

Si sumamos 9 a cada lado de la igualdad, tenemos que 4a? + 12a + 9 = —1 — pqr.
Factorizando el lado izquierdo tenemos 4a® + 12a + 9 = (2a + 3)?. Como es un
cuadrado, sabemos que (2a + 3)? > 0. Viendo el lado derecho de la igualdad
tenemos que 0 > —1 — pqr, puesto que pqr > 0 para cualquier valor valido de p, q,
r. Como el lado izquierdo es siempre mayor o igual que cero, y el derecho es
siempre menor, concluimos que no hay soluciones validas.

6. Datos de vital importancia

1. La paternidad del anillo de Mébius corresponderia a Johann Benedict
Listing, primero en publicar un articulo respecto a tan particular cuerpo,
cuyas peculiaridades son la base del famoso truco de las cintas afganas,
gue se remonta a 1904.
https://elibro.net/es/ereader/uaa/127786?page=154

2. La cuadratura del circulo, la duplicacién del cubo, la triseccién del angulo y
la construccién de todos los poligonos regulares usando solamente regla 'y



https://elibro.net/es/ereader/uaa/127786?page=154

compas son problemas irresolubles que datan de la antigiedad y que no se
demostrd que eran irresolubles hasta el S. XIX.
https://elibro.net/es/Ic/uaa/titulos/37796

7. Desigualdad del tridngulo

Proposicion: Para dos numeros reales a y b siempre se tiene que
la + b| < |a| + |b]

y la igualdad se da cuando ab > 0.

(¢ Puedes imaginar por qué se llama desigualdad del triangulo?)

Demostracion:

Podemos elevar ambos lados de la ecuacién para obtener la desigualdad |a + b|? <
(Ja] + |b])2. Como ambos lados de la igualdad son positivos (tienen el valor
absoluto), basta con ver que esta desigualdad se cumple para ver que se cumple lo
planteado originalmente.

Desarrollamos el lado izquierdo de la desigualdad (recordemos que |x|? = x?) y
obrenemos que

la + b|? = (a + b)? = a® + 2ab + b? = |a|* + 2ab + |b|?
Ahora desarrollamos el lado derecho y tenemos que

(lal + [b)? = |al? + 2]al|b| + |b|* = |a|? + 2]ab| + |b|?
De manera que |a|? + 2ab + |b|? < |a|? + 2|ab| + |b|?> = ab < |ab]|.

Si observamos, esta desigualdad es inmediata, y cuando ab = 0 se tiene que ab =
lab|, y entonces se da la igualdad.

Esta desigualdad se puede generalizar para n valores, de la siguiente manera:
|y x5 £ x| < x| + x| + -+ |y
Ejemplo: Demuestre que ||a| - |b|| < |a—b|
Por la desigualdad del triangulo, tenemos que
la — b+ b| <|a—b|+|b|
Pero como tenemos que |a — b + b| = |a]|, entonces
la| < |la—b|+|b| = |a|] — |b| < |a— b]|
De manera similar, tenemos que

|b—a+al<|b—al|l+|a|=>|b|<|b—al|+|a|l=|b|—|al <|b—a


https://elibro.net/es/lc/uaa/titulos/37796

Como |a — b| = |b — a|, tenemos dos desigualdades:
lal = |b| < |a — b
|b| —lal < |a — b]

Como la desigualdad se cumple tanto para |a| — |b| como para |b| — |a|, podemos
condensarla como ||a| — |b|| (pues |lal — |b|| = |a| — |b| sia = by |lal — |bl| = |b| —
la| si a < b) para obtener ||a| — |b|| < |a — b|, que es lo que queriamos demostrar.
Ejercicio adicional: ¢ Cuando se da la igualdad.

8. Desigualdad de las medias

Una media se refiere a una medida que nos ayuda a obtener un valor representativo
de un conjunto de datos. La media mas comun es la media aritmética, que muy
posiblemente la recuerdes bajo el nombre de promedio. También existe la media
cuadratica, la geométricay la armédnica, que se definen de la siguiente manera:

Se tiene un conjunto {a,, a,, ..., a,} de n nimeros reales no negativos, con n > 2:

a) Media Armonica (MH):

all + aiz + o4 a_ln
b) Media Geométrica (MG):

Yaqa, ...a,
c) Meda Aritmética (MA):

a,+a,+--+ay,

d) Media Cuadratica (MQ):

aif+a;+--+az
n
Las medias se relacionan de una forma muy bonita (y también muy Uutil)
min(aq,ay, ...,a,) < MH < MG < MA < MQ < max(a4,a,, ...ay)

donde min(a,, a,, ..., a,) se refiere al menor valor de conjunto y max(a4, a,, ...a,) al
mayor.

En general, para resolver la mayoria de los problemas bastara con usar las medias
para dos, quiza tres valores. Por ello, en este material se muestra la demostracion
Unicamente para dos valores, pero la desigualdad se cumple para cualquier
cantidad de elementos.



Paquete de demostraciones

Nota: observa bien como se realiza la siquiente demostracion, porque usamos un

razonamiento gue podria ser nuevo para fi.

a) min(a, b) < T

Sin pérdida de generalidad, digamos que a < b, entonces a <

%(minimo, MH)
b

2 T
1 Multiplicamos
b

por §+% y obtenemos que a(i+%) < 2 (observa que como a,b son no

negativos, no tenemos que voltear el signo). Entonces % +% <21+ % <2&

%s 1. Como esto ultimo es cierto (recuerda que a < b), concluimos que la
desigualdad inicial se cumple.

Fijate que utilizamos el simbolo (<) para expresar el paso de una proposicion a la
siguiente. Este simbolo se lee como “si y solo si"®, y establece que podemos pasar
de la primera proposicion a la segunda, asi como de la segunda a la primera. Esto
es, que la relacién es bidireccional (en ambos sentidos). Esta es una cualidad
intrinseca de algunas proposiciones, por lo que no saplica para todas. Veamos un
par de ejemplos:

Ejemplo de si y solo si

El teorema de Pitagoras establece una relacion bidireccional. Sabemos que
si tenemos un triangulo rectangulo, la suma del cuadrado de sus catetos es
igual a la suma del cuadrado de su hipotenusa (que de hecho es la
formulaciéon mas clasica del teorema de Pitagoras). Pero también sabemos
gue el contrario es cierto, es decir, si la suma del cuadrado de dos lados del
triangulo es igual al cuadrado del otro lado, entonces es rectangulo. De esta
manera, el teorema de Pitdgora también podria expresarse como “Un
triangulo es rectangulo si y solo si la suma del cuadrado de dos de sus lados
es igual al cuadrado del otro”.

Ejemplo de relacion unidireccional

Sabemos que en un triangulo equilatero se cumple que su altura concide con
su bisectriz (si no sabes por qué, trata de demostrarlo). Sin embargo, si
tenemos un triangulo cuya altura coincide con su bisectriz, no
necesariamente significa que es equilatero, pues podria ser isésceles.
Entonces en este ejemplo aunque la relacién es cierta en uno de los sentidos,
en el opuesto no lo es.

Observa como todas las transformaciones que realizamos son validas tanto de ida
como de vuelta (si yo empiezoen 1 + % < 2 puedo llegar a% < 1resando 1 a ambos

6 Nota: cuando en una demostracidn te piden que demuestres que A siy solo si B, hay que aplicar esta idea:
tratar de llegar a B suponiendo que A es cierto, y luego tratar de llegar a A suponiendo que B es cierto.



lados de la desigualdad, y partiendo de % < 1 puedo llegara 1 +% < 2sumando1a

cada lado de la igualdad), y por esa razén es que puedo empezar en lo que quiero
demostrar, llegar a algo que es cierto y luego decir que como llegué a algo que es
cierto, entonces la proposicion inicial es cierta. Sin embargo, esto no se puede hacer
si alguna de esas relaciones no es del tipo si y solo si, por lo que hay que tener
mucho cuidado de no cometer una falacia en nuestra demostracion.

Si esto te parece un poco confuso, algo que te puede ayudar a evitar estos errores
es resolver el problema “tras bambalinas”. A lo que me refiero con eso es que antes
de escribir la solucion oficial, resuelvas el problema partiendo de lo que quieres
demostrar, y una vez que llegues algo que es cierto, escribas el regreso en la
solucién que vas a entregar. Si al momento de escribirla hay un paso que no puedes
hacer, entonces sabes que una de las relaciones estaba mal planteada. Por
ejemplo, la demostracién anterior usando esta “técnica” quedaria de la siguiente
manera.

Sin pérdida de generalidad, digamos que a < b, por lo que queremos demostrar

esquea < é Dividimos entre b cada lado de la igualdad y obtenemos que% <
a b

1. Sumamos uno a cada lado de la igualdad para obtener 1 +% < 2. Escribimos

la parte izquierda de la igualdad como 1 + % = g + % =a G + %) y al ponerlo en
la desigualdad queda a (l + l) < 2. Dividendo ambos lados entre %+% y

obtenemos a < t— 1 quees lo que queriamos demostrar.
atp

Aunque es cierto que hay muchos pasos que parece que te los sacaste de debajo
de la manga, la demostracion es matematicamente correcta. Puedes adoptar la
técnica que mas te acomode. Observa cOmo se aplica esto en las siguientes
demostraciones.

b) — < Vab (MH,MG)

11
a b

Aplicaremos una serie de pasos algebraicos, como se muesta:

2 a+b (a + b)?
1+1S\/E +bS\/_(:)2<\/_( )(E)ZS\/%(E)ZI-ST
a b “ab

S 4ab<a’?+2ab+b o 0<a?>—-2ab+b?> <0< (a—>b)?

Como llegamos a algo que es cierto (ver las desigualdades con cuadrados), nos
podemos regresar y concluir que la desigualdad inicial es cierta.

c) Vab < i” (MG,MA) MUY UTIL



Nuevamente aplicaremos algebra para ver si podemos llegar a algo util o
conocido.

a+b a+ b)?
MST@abS%®4abSa2+2ab+b2@OSaZ—Zab+b2

& 0 < (a—b)?

Como llegamos a algo que es cierto (ver las desigualdades con cuadrados), nos
podemos regresar y concluir que la desigualdad inicial es cierta. Esta
desigualdad es sumamente (til, para que no la olvides.

a+b a?+b?

d) - = 5 (MA,MQ)

a+b a2+ b%2 (a+b)*> a®+b? 5 5 5 5
3 < 5 S 2 < > S a“+2ab+b” <2a°+2b° =0

<2a’—a’—-2ab+2b*—-b*=0<a’?—2ab+b?=0
< (a—b)?

a?+b? _
e) / > < max(a, b) (MQ,maximo)

Demuestrala ti como ejercicio.

Estas desigualdades también tienen una demostracion geomeétrica. ¢, Se te ocurre
como? Observa esta figura para ver si se te ocurre. Recuerda que Q es cuadrética,
A es artimética, G es geométrica y H es arménica.

a b

Si ya tienes una idea y quieres comprobar tu solucion, o si ya te atoraste, te
recomiendo que veas este video. Esta en inglés, pero puedes activar los subtitulo


https://youtu.be/_gTClIbHreI

en espafol que con mucho carifio escribi para todos ustedes (si encuentras un error
me avisas, por favor).

Veamos ahora un ejemplo de aplicacion.
Ejemplo: Demuestra que

2y 3y
1 23 n—1

>nn

Para resolverlo comenzamos dividiendo por n ambos miembros de la desigualdad

2 3 4 n
itzt3tta—7

> Vn

n

. . . Lo L. , 2
Por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica de los nimeros o
tenemos que

N | W

) ey

Si recordaras el taller de telescépicas, el lado derecho de la desigualdad colapsa y
queda como Vn, de manera que la desigualdad completa es

2 3 4 n
itzt3t T .
> /n

n

Que es lo que queriamos demostrar.

9. La desigualdad util
La desigualdad util es la siguiente:
Paraa,b,x,y ER, x,y #0

2 2 2
a b_>(a+b)

X y  x+y

Nos saltaremos la demostracion de esta desigualdad, puesto que ya tienes
suficientes herramientas para demostrarla. No puedes pasar de aqui si no la

demuestras ©

x+y> 4

xy =~ x+y

Ejemplo: Muestre que



. . . . . + 1 1 .
Si manipulamos el primer término obtenenmos % =-+ 5 por lo que la desigualdad

1,1 4 . . sl s 1,1 1+1)2
gueda como ~+ S > porens De aqui podemos aplicar la util directamente: ~+ 5 > a+1)

x+y

El problema 12 se resuleve usando esta desigualdad, para que lo tomes en cuenta
cuando lo intentes.

10. Problemas
1. Muestre quesia=byx =y, entonces ax + by > ay + bx

2. Sean a, b numeros reales con 1 < a < b < 1, muestre que

b—a

. <
a. 0= 1-ab

a

b. 0 <—
1+b

+2 <1
1+a

c. 0<ab?—bha*<

i

3. Muestre que si x es real positivo x <+v2 si y solo si \/§S1+:1x.

Followup: Muestre que si n, m son niUmeros enteros positivos, entonces % <

V2 siysolosivz <22

m+n
4. (IMO 1960) Encuentra para qué valores de x se cumple la desigualdad
4x?

<2x+9
(1-Vit2zx)’

. , . . 1
5. Muestra que para cualquier nimero positivo x se tiene que x + - > 2

6. Encuentra, si existen, dos nimeros cuya suma sea ny
a. Su producto sea maximo

b. Su producto sea minimo

. X2 y2
7. Slx,y>0,entonces\/;+\/;2\/§+\/§

8. Demuestra que, para x,y,z € R*:
a. (x+y)y+2)(z+x)=8xyz

b. xy+yz+zx =>x,/yz+ yJzx + z,/xy
c. Z+Z+EZ>x+y+z
z x y

9. Encuentra todos los valores reales de x tales que



cosh x — sinh x + 2 sinh x cosh x < sinh? x 4+ cosh? x

-x eX—e~X

(Nota: coshx = 2" y sinhx = “——, donde e ~ 27183, y se le conoce como

2
numero de Euler’)

10.Demuestra que si a, b, c > 0, entonces
(a?b + b?c + c?a)(ab? + bc? + ca?) = 9a?b?c?
11.Para numero reales a, b, c muestre que
lal| + |b|+|c]—|la+b|—|b+c|—|c+al+|la+b+c|=0

12.Demestra que a? + b? + c¢? > %(a +b+c)d

13.(AoPS) Una jugadora de tenis calcula su porcentaje de juego dividiendo el
namero de partidos que ha ganado entre el total de partidos que ha jugado.
Al inicio del fin de semana, su porcentaje de juego es de exactamente 0.500.
Ese fin de semana jugo 4 partidos, ganando 3 y perdiendo 1. Al final de ese
fin de semana, su porcentaje de juego fue mayor a 0.503. ¢ Cual es la mayor
cantidad de partidos que pudo haber ganado antes de que el fin de semana
comenzara?

11. Anexo

1. Capitulo 2 del libro “Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica”, de
Sowokowski y Cole.

https://drive.qgoogle.com/file/d/1Ln-
gimmEEITNCUSIVWp6OQRPGS9hSIkNy/view?usp=sharing

2. Desigualdades, de los materiales de entrenamiento de la OMMBC.

http://ommbc.org/sitio/Material/Algebra/A1l Desigualdades.pdf

7 Para mayor exactitud, e = http://www.vaxasoftware.com/doc_edu/mat/nume15000.pdf



https://drive.google.com/file/d/1Ln-gimmEEiTNCUSlvWp6QRPGS9hSlkNy/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1Ln-gimmEEiTNCUSlvWp6QRPGS9hSlkNy/view?usp=sharing
http://ommbc.org/sitio/Material/Algebra/A1_Desigualdades.pdf
http://www.vaxasoftware.com/doc_edu/mat/nume15000.pdf

