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1. Introducciéon

Las desigualdades juegan un rol fundamental en matemética. Existen
libros completos dedicados a su estudio, y en las competencias internacionales
de problemas aparecen con frecuencia. Todo solucionista experto debe estar
familiarizado con varias de ellas y con las técnicas generales para su manejo.

En lo que sigue se supone que el lector domina las propiedades basicas
de las desigualdades entre ntimeros reales.

La desigualdad fundamental satisfecha por cualquier nimero real, y de
la cual en cierto sentido se derivan todas las demés, es sencillamente

z? >0,
con igualdad si y s6lo si x = 0. Mas en general
x3+ 254+ a2+ >0,

con igualdad si y s6lo si x1 =29 = -+ = xp,.

2. Algunos ejemplos sencillos

Si z e y son reales no negativos entonces (/x — \/5)2 > 0, de donde se
deduce que z — 2,/zy + y > 0 o bien

x;yz\/m :

con igualdad si y sélo si z = y.

La desigualdad anterior establece que la media aritmética A = (x +y)/2
de dos reales no negativos x, y es mayor o igual que su media geométrica
G = \/zy . Otras medias importantes son la media arménica H = 2xy/(x+y)

y la media cuadrdtica C = /(2% +y?)/2 . Es facil ver que C > A >G> H



y que una cualquiera de las igualdades (y por lo tanto todas) se da si y s6lo
siz=1y.
Como segundo ejemplo consideremos la desigualdad

(z—y)°+ @y —2)°+(z—z)* >0,

la cual obviamente se cumple para reales cualesquiera x, y, z con igualdad
si y sblo si x =y = z. De esta desigualdad se deduce que

? +y? + 22 > ay +yz + 2,
con igualdad si y s6lo si x = y = z. Veamos una aplicacion.

Ejemplo 1. Si se sabe que la ecuaciéon 2® + ma? + z +n = 0 tiene raices
reales positivas cuyos cuadrados suman 1, jcudnto valen m, n y las raices?

Solucion. Silas raices son o, By 7y, entonces a?+3%++% = 1y af+By+ya =
1 (Vieta), entonces por la desigualdad anterior o = 3 = . Entonces 3a? = 1
de donde a = v/3/3, m = —3a = -3 yn=—a®=—3/9. O

Y ahora un ejemplo olfmpico:

Ejemplo 2 (IMO 1961).
Sean a, by c los lados de un triangulo y A su 4rea. Probar que

a’+ 0>+ > 4V3A.

Solucidon. Para este problema hay numerosas soluciones, pero veamos que se
puede resolver con los recursos més elementales. Si el tridngulo fuese equilate-
ro entonces su altura serfa ay/3/2 y su area a®v/3/4, por lo tanto se cumplirfa
la igualdad. Para un tridngulo cualquiera supongamos que a sea el lado ma-
yor y sea P el pie de la altura trazada desde el vértice A. Sea x = BP —a/2
(por lo tanto BP = a/2+x y PC = a/2 — z). Sea y = hy — a\/3/2 (de
donde h, = y+a\/§/2). La idea para introducir x e y es que estas cantidades
representan la desviacién del tridngulo respecto a uno equilatero. Entonces,
por el Teorema de Pitagoras aplicado a los tridngulos ABP y APC' se tiene

242+ —AAV3 = a2+ (54 2)2+ (5 —2)?+ 202 — 2aV/3h,

2 2
= gaZ + 222 + 2h4(hg — aV/3)

3
= 5a? + 222 +2(aV3/2 + y)(—aV3/2 + y)

3 3
= §a2 + 222 + 2% — 5a2 =2(z2+4?) >0.

Esto prueba la desigualdad y de paso muestra que hay igualdad si y sélo si
z =y =0, lo que equivale a que el tridngulo sea equilétero. O



3. Algunas desigualdades importantes

Una desigualdad muy bésica cuando se trabaja con ntimeros positivos y
negativos es la llamada desigualdad triangular:

lz1 + 22+ 4 2| < zi] 4 @2+ -+ |24

La igualdad se da si y s6lo si todos los ; no nulos son del mismo signo.

La desigualdad entre las medias aritmética, geométrica, arménica y cua-
drética se puede generalizar para n términos. Comencemos por las dos pri-
meras.

3.1. Desigualdad Aritmético-Geométrica (AG)
Sizy,z9,...,2T, son nimeros reales no negativos entonces

T1+ T2+ -+ 2Ty
n

> Yxixe - Xp

y la igualdad se da solamente si 1 = x9 = -+ = xp,.

Existen muchas demostraciones de esta importante desigualdad. Una de
las més elegantes es la siguiente:

Sea A la media aritmética y G la media geométrica de z1,x2,...,Ty,. Es
claro que siz; = 290 = -+ = x,, entonces A = G. De lo contrario deben existir
x;, x; tales que x; < A < x;. Si sustituimos x; por Ay x; por z; +x; — A
es claro que la media aritmética no cambia. En cambio la media geométrica
aumenta estrictamente ya que A(x; + 25 — A) — x5 = (A — ) (x; — A) >
0. Repitiendo este proceso suficientes veces llegaremos a un conjunto de n
numeros iguales, cuya media aritmética A sera igual a su media geométrica.
y ésta estrictamente mayor que G.

Las siguientes desigualdades, en las cuales =1, x9,...,z, son reales posi-
tivos, son equivalentes a AG:

xl+xy 4+ axr > nxiTe-- Tp,
€1 €2 Tn—1 T,
—+ =+ + +— = 1
X9 T3 In I
n <
1 1 1 ~ A/ L1L2 " Tp.
o Ta T Ty

Observe que la ultima es la desigualdad H < G entre las medias armoénica
y aritmética.



Ejemplo 3 (IMO 1964).
Sean a, by c los lados de un tridngulo. Pruebe que

a?>(—a+b+c)+b*(a—b+c)+c(a+b—c) < 3abe. (1)
Solucion. Puesto que

(—a+b+c)a—b+e)at+b—c)=(—a+b+c)a*— (b—c)?)
=ad*(—a+b+c)tald——c)?— 1 —c*)b-c)
=ad*(—a+b+c)+b*(a—b+c)+la+b—c)—2abe

la desigualdad propuesta es equivalente a
(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c) < abec. (2)

Pero como los tres factores del miembro izquierdo son positivos (por la des-
igualdad triangular), aplicando AG se tiene:

—a+b+c+a—b+c>2 )

(—a—|—b—|—c)(a—b—|—c)§< 5 =,

y andlogamente

(a—b+c)(a+b—c) <d?
(—a+b—c)a+b—rc) <V

Multiplicando estas tres desigualdades y extrayendo la raiz cuadrada queda
probada 2. La igualdad se da si y sélo si

—a+b+c=a—-b+c=a+b—c,

lo que equivale a a =b =c.

Es interesante senalar que en realidad 1 y 2 valen para reales no negati-
vos cualesquiera. En efecto, si dos de los factores del miembro izquierdo de
2 fuesen negativos, suméndolos se llega a que a, b o ¢ es negativo, lo cual
es absurdo. por lo tanto a lo sumo uno de los tres factores puede ser nega-
tivo. Acabamos de probar que si ninguno de los tres factores es negativo, la
desigualdad es cierta. Pero si uno es negativo y los otros dos no negativos,
el miembro izquierdo es no positivo y el derecho no negativo, por lo cual
también se cumple la desigualdad. O

Ejemplo 4.
Probar que en cualquier tridngulo R > 2r.



Solucion. Si A es el area del tridngulo entonces

1 1
AP = (atbto)(—atbto)a—bte)(atb—c) = (pr)* = J(at+b+e)’r?,

Esta desigualdad es también un corolario del Teorema de Fuler segtin el cual
OI? = R? — 2Rr. O

Otra desigualdad importante es la siguiente:

3.2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz (CS)

Siay,as,...,a,y b1,ba,..., b, son numeros reales cualesquiera entonces
(a1by + agby + -+ 4 apbn)> < (a3 4+ a3 +--- 4+ a2) (b3 + b3 +--- +b2)

v la igualdad se da si y sélo si los a; y los b; son proporcionales.

Esta desigualdad puede probarse partiendo de
(a1 — tby)* + (ag — tha)* + -+ + (an — tby)*> > 0
de donde
(af + a3+ - +a2) +t*(bT + b3 + -+ -+ b2) > 2t(arby + agby + - - - + anby)

Si los b; son todos nulos es claro que se cumple la igualdad. En caso contrario

tomamos
ai1by + agbsy + - - + anby,

b +034---+b2
y se llega facilmente a la desigualdad deseada. Obviamente la igualdad se
dara solamente si a; = tb; para i =1,2,...,n.
Una consecuencia inmediata de la desigualdad CS es la siguiente: tome-
mos b; =1 para ¢ =1,...,n. Entonces por CS se tiene

(a1 +as+- +ap)? <n(al+a3+---+ad?)

Dividiendo entre n? y extrayendo la raiz cuadrada resulta

lai +az + - - + ay| <\/a%+a%+---+a%

n n

Esta desigualdad nos dice que la media aritmética es menor o igual que la
media cuadrdtica. La igualdad se da si y sélo si los a; son todos iguales y no
negativos.



Ejemplo 5 (IMO 1995). Sean a,b, ¢ reales positivos con abc = 1. Probar

que:
1 1 1 3

+ + > =

ad(b+c¢)  bc+a) Ala+b) ~ 2
Solucion. No se desanime si sus primeros intentos resultan infructuosos. A
decir verdad este problema es capaz de resistir durante varias horas los asaltos

de un matemético experimentado. La aplicacion directa de la desigualdad AG
no conduce a nada, por ejemplo

1 n 1 + 1 S 3 S 9
ad(b+c) bet+a) Alatbd) ™ Yla+b)(b+c)(cta)  2(@+tb+o)

y ahora parece que estamos cerca, ya que a + b+ ¢ > 3v/abc = 3. Pero no,
de esto solamente se sigue que

9

9 3
2(a+b+c) ~ 2

v no podemos continuar la cadena de desigualdades que habifamos iniciado.
Luego de varios intentos fallidos similares nos convencemos de que AG por
si sola no nos conduciré a la solucién. Por otra parte la segunda desigualdad
importante que hemos visto, la CS, no parece que se pueda aplicar en este
problema. Si interpretamos el miembro izquierdo como una suma de pro-
ductos obtendriamos uns desigualdad de tipo contrario al deseado (ademas
de unas indeseables raices cuadradas). Interpretarlo como una suma de cua-
drados tampoco parece factible, en particular por los molestos cubos. Sin
embargo hay una condiciéon que no hemos utilizado, a saber que abc = 1.
Por ejemplo:
1 1 %

a3(b+c) - a?(ab+ ac) F+1

esto nos da la idea de transformar la desigualdad original mediante el cambio
de variables x = 1/a, y = 1/b, z = 1/¢, para obtener
72 Y2 52

+ +
y+z) z+x x4y

3
> —.
-2

Ahora podemos interpretar el miembro izquierdo como una suma de cuadra-
dos, y si lo multiplicamos por (y + z) + (z + x) + (x + y) se puede aplicar la
DCS:

J:Q y2 2,2 5
<y+2) +Z+x+x+y> (y+2)+z+z)+(x+y) > (x+y+2)>2

6



v finalmente

x? y2 22 >:J:—|-y+z

3 3
> Z 3/ -2
y+z)+z—|—x+x—|—y_ 2 = VHE= o

Bueno, jfinalmente aplicamos también la desigualdad AG después de todo!
O

3.3. Desigualdad del reordenamiento

Dados 2n numeros reales positivos a1 < ag < - - <ap,y b <by <--- <
by, sea o una permutacion de {1,2,...,n}. Entonces

a1byp+agb, 1+ - +anb; < albo(l)—i—azbo(g)—l-‘ : '-l-anbg(n) < arbi+agba+- - -+anby.

Esta desigualdad tiene una interpretacion fisica: si se tiene una barra OP
y se coloca un peso a; a distancia by(;) del extremo O, entonces aiby (1) +
agbgy(2) + - + anby(y) es el momento resultante respecto al punto O. La
desigualdad dice que el momento es maximo cuando los pesos mayores se
colocan mas lejos y los menores més cerca de O, y es minimo cuando se
procede a la inversa.

Esta desigualdad es facil de probar, para ello pongamos c; = by(1) para

k=1,2,...,n,sea < jy consideremos las sumas
S = a1+ Faici+ - Fajej o+ aney
S = arer+ o Haici ot aic o apcy,

que difieren solamente en que se han transpuesto ¢; con ¢;. Entonces
S'— 8 =a;cj + ajc; — aic; — aje; = (aj — a;)(¢i — ¢j)

y se ve que si ¢; > c¢; entonces S’ > S, mientras que si ¢; < c¢j entonces
S’ < S. De aqui se sigue que el valor maximo de la suma se obtiene cuando
c1 <cp < <cpyel minimo cuando ¢g > ¢cg > - -+ > ¢y

De esta desigualdad se pueden deducir facilmente muchas otras, en par-
ticular AG y CS. Veamos como ejemplo la siguiente:

3.4. Desigualdad de Chebyshev

Sean a1 <as <---<apy b <by <--- < by, dos sucesiones de nimeros
reales, entonces

a1 t+az+ - dan bi+by+ - +by _ aiby +agby+ -+ anby

n n n



Demostracion. Por la desigualdad del reordenamiento se tiene

airby + asby + -+ - + a,by, airby + asbs + -+ - + anby,

aiby +agbz +---+apby < arby +agby + -+ anby
arbs +agbgy + - +apbs < aiby + asby + - + apby,
albn + Cl2b1 + -+ anbn—l S albl + a2b2 + -+ anbn

v sumando resulta
(a1 +az+ - +an) (b1 + b2+ -+ by) <nlarbr + asby + - - - + anby),
de donde dividiendo entre n? resulta la desigualdad de Chebyshev. O

FEl mismo argumento sirve para probar la siguiente variante de la des-
igualdad!de Chebyshev:

Sia; <as <---<apyby >by>--- > by, son dos sucesiones de nimeros
reales, entonces

ai+ag+---+ap by +ba+ -+ by _ arby +agby + -+ anby

n n n

4. Funciones convexas y Desigualdad de Jensen

Una funciéon f : D — R (donde D es R o un intervalo de niumeros reales)
se dice que es conveza si para cualquier par de puntos z,y € [a,b] y cualquier
real ¢ tal que 0 <t < 1 se cumple

F(L =tz +ty) < (1 =) f(x) +1f(y).

Si la desigualdad es estricta se dice que la funcién es estrictamente convexa.

Geométricamente la convexidad significa que en cada intervalo [x,y] C D la

grafica de f queda por debajo del segmento que va de (z, f(z)) a (y, f(y)).
Algunas funciones convexas importantes son:

= f(z) = 2" con n natural par, para todo z € R.
= f(z)
= f(z)
= f(@)

x) = z% donde a > 1, para x > 0.

= |z|* donde a > 1 es una constante, para todo = € R.

eF* donde k es una constante real, para todo z € R.
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\

T, f(u)

p u=(1—t)x+ty y

Figura 1: Funcién convexa

» f(z) =log,x con base 0 < a < 1, para = > 0.
» f(x) = zlog, x con base a > 1, para x > 0.

» f(z)=tanz, para 0 < x < 7/2.

Algunas funciones céoncavas importantes son:

» f(z)=2%con0<a<1l, parax > 0.

» f(z) =log, x con base a > 1, para x > 0.

» f(z) = arctanz, para x > 0.

Para los que conozcan el calculo diferencial, si f es una funcién derivable
entonces f es convexa en D si y solo si su derivada f’ es creciente en D. Si
f es derivable dos veces entonces f es convexa en D siy s6lo si su derivada
segunda f” es no negativa en D.

Una funcién f es cdncava si —f es convexa.

La desigualdad de Jensen afirma lo siguiente:
Si f es una funcién convexa en D, x1, xo,...,x, € D, 71,r2,.. .,y son reales
positivos y r1 +rg +--- + 7, = 1, entonces

FO rim) < rif ().
i=1 i=1

Si f es estrictamente convexa entonces la desigualdad anterior es estricta.
Para funciones concavas se invierte el sentido de la desigualdad.



La desigualdad de Jensen se prueba facilmente por induccién en n. Para
n = 2 es la propia definicién de convexidad. Si n > 2 y suponemos que es
cierta para n — 1, entonces

FQ i) = F(L=ra) Y g+ raa)
1=1 )

S U)X T ) b raf(en) = Y raf )

i=1 i=1

La desigualdad entre la media aritmética y la media cuadratica, probada
més arriba, se obtiene de inmediato aplicando la desigualdad de Jensen con
r; = 1/ny f(x) = 2%. Més en general si b > a > 0, usando la convexidad de
f(z) = 2b/® resulta que

n

1\
(nzw?> SO
=1

=1
O Sea
1 1/a 1 1/b
(nzx?) s(nzxs) |
=1 =1

Esta desigualdad puede interpretarse asi: si @ < b entonces la media de orden
a de n reales positivos es menor o igual que la media de orden b.

Si ai, ag,...,a, son nimeros reales no negativos tales que a; + a2 +
-oo4a, =1y x1, x2,...,T, son nimeros reales positivos, se define la media
aritmética pesada de los x; con pesos a; como A = a1x1 + asxo + - - - + apTyp.

ai a2 an

Analogamente se define la media geométrica pesada como G = z{'x5* - - - x5y
v la media armdnica pesada como

H= oAy A
1 T2 Tn "

Entonces la desigualdad aritmético-geométrica-armonica con pesos afir-
ma que A > G > H. La parte A > G se puede probar aplicando la desigual-
dad de Jensen a la funcion concava f(z) = log(x):

log(a1x1 + asxa + -+ + anxy) > a1log(xy) + aglog(xe) + - - - + a, log(xy,),

10



v tomando la exponencial de ambos miembros queda

e{ag? -zl <aypmy + agme + -+ App.

La parte G > H se obtiene aplicando la desigualdad A > G a los reciprocos
de los x;.

Sia,b,p,g>0y %% = 1 entonces la desigualdad de Young afirma que
aP b4
ab < ——
P q

La prueba consiste en aplicar la desigualdad de Jensen a la funcién céncava
f(z) = log z:

p q P hq
log(ab) = log;a ) 4 k’g;b ) log(C;l;),

y aplicando la exponencial se completa la demostracion.

A partir de esta desigualdad es facil establecer las desigualdades de Hol-
der y Minkowski (ver Problemas).
5. Problemas propuestos

Problema 1. [Desigualdad de Holder/

St 1, T2,..., Tp, Y1, Y2,--., Yn Son reales cualesquiera y p,q > 0 son tales
que 1/p+1/q =1, entonces

n n % n %
Z |lziy| < <Z |$i|p> (Z |yi|q) .
i—1 i=1 i=1

Problema 2. [Desigualdad de Minkowski/

St X1, T2,. -+, Tn, Y1, Y2,-- -, Yn Son reales cualesquiera y p > 1 entonces
1 1 1
n P n P n P
(Stcrur) < (3] o ()
i=1 i=1 i=1
Problema 3.

Sean a, b, c reales positivos. Pruebe que
a b c a+b+c
1+ ) (1+2) (1+5) 22 (1+ =1
( +b ( +C> +CL - < + Jabe )

11



Problema 4. [OIM 1985]
Halle las raices r1, 12, r3 y r4 de la ecuacion:

drt —azd + b’ —cxr +5=0

sabiendo que son reales, positivas y que

™ 2 T3 T4
2 + 4 + 5 + 8
Problema 5 (OMCC 2003).
Sean a, b enteros positivos, con a > 1 yb > 2. Demostrar que a®+1 > b(a+1)
y determinar cudndo se tiene la igualdad.

Problema 6. [Olimpiada Asia Pacifico (APMO) 1996/
Sean a, b y c los lados de un tridngulo. Pruebe que

\/a+b—c+\/b+c—a+\/c+a—b§\/5+\[b+\/5

y determine cudndo se da la igualdad.

Problema 7. [Olimpiada Matemdtica del Canada 1995]
Sean a, b y c reales positivos. Pruebe que

a®t®c® < (abe) e

Problema 8. [IMO 2005]
Sean x, y, z nimeros reales positivos tales que ryz > 1. Pruebe que
5_ .2 5 .92 5 .2
LA AT S ——
l‘5+y2+22 y5+22+$2 y5+Zz+ZL‘2

6. Soluciones

Problema 1
Sea )
lally = (3 lal”) "
entonces
x T P 1 7 1 1
;xzni filﬁl 2 el |:th Z |Hwku|£ toX :iﬁz AT

12



Problema 2

Para p = 1 se reduce a la desigualdad triangular. Sip > 1sea ¢ =p/(p—1).
Entonces por la desigualdad de Holder se tiene

1

1
n n 1 n 1
> laxllas + b~ < (Z Iak|p> (Z jas + bky<p1)q>
k=0 k=0 =0

1
n n 5 n
D Iowlfak + byt < <Z |bk\p> <Z |ax + bkl(pl)q>

Sumando miembro a miembro, dividiendo por el factor comin de ambos
miembros derechos y observando que (p — 1)g = p resulta

<Zn: lay + b,#’) B < (Zn: |ak|”); + (Zn: \bk|P>;

k=0 k=0 k=0

1
q

Problema 3

Desarrollando el miembro izquierdo y simplificando la desigualdad se reduce

a
a+b b+c a+c_2a+b+c)
+ - >

c a b~ Jabe
Escribiendo (a + b)/c como (a + b+ ¢)/c — 1, y procediendo anilogamente

con los otros dos términos del miembro izquierdo, esta desigualdad se puede
escribir como

1 1 1 2a+b+c)
b S . St Sl
(a+ +c)<a+b+c> 32 ==

Pero apliicando AG se tiene
1 1 3a+b+c) 2a+b+c)  a+btc

1
a+bte)(=+-+>)> = +
( )<a b C> o Vabe Vabe Vabe
2(a+b+c¢)

+ 3.
v abe
Problema 4
Como 711374 = 5/4 se sigue que
rirersry 1
2458 256

13



y entonces

e AT EAE 1 ufnrersn
4 4 2458

y por darse la igualdad en la desigualdad aritmético-geoétrica debe ser

7’1_7"2_7‘3_'/'4_1

27475 8 7
de donde 1 =172, 19 =1 r3 =5/4, ry = 2.
Problema 5
Se procedera por induccién sobre b. Para b = 3, se tiene que a3 + 1 =
(a+1)(a®—a+1). Para mostrar que esta expresion es mayor que 3(a+1) es
suficiente demostrar que (a? —a+ 1) > 3, lo cual es cierto pues a®> —a +1 >
ala—1) > 2.

Ahora supdéngase que la expresion es cierta para algin valor de b, es decir,

se cumple que a® +1 > b(a+1). Se demostrara ahora para b+ 1. Notese que

A r1=a(@®+1)—(a+1)+2>abla+1) = (a+1)+2,

donde la ultima desigualdad se tiene por la hipétesis de induccién. La tltima
expresion se puede reescribir como

abla+1)—(a+1)+2=(a+1)(ab—1)+2> (ab—1)(a+1).

Finalmente, ab—1>2b—1=(b+1)+ (b—2) > b+ 1, lo cual es cierto. Por
tanto, la desigualdad se vuelve estricta después de b = 3. Retomando el caso
b = 3, se observa que a(a — 1) = 2 unicamente cuando a = 2. Por tanto, se
ha demostrado por induccién que la desigualdad siempre se tiene, y que la
igualdad se da tnicamente en el caso a =2, b = 3.

Problema 6

Seanp=(a+b+c)/2,x=p—a,y=p—>, z=p—c (note que z,y,z >0
por la desigualdad triangular). Entonces a =y+z2,b=z+zxyc=xz+yy
la desigualdad propuesta se convierte en

V2 + 2y + V22 <\Vy+z+vVz+az+Jr+y.

Pero
2 2 2 2 2 2
VI 4T+ vEE = YRV VI Vit Vo

2 2 2

2 + 2 2y + 2 2z 42
S\/x—ger\/y;rzS\/z;x (por AC)

= Vit+y+Vytz+vVz+a
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Problema 7

Supongamos sin pérdida de generalidad que a < b < c. Entonces
loga <logb <logc
y por la desigualdad de Chebyshev

a+b+cloga-+logb+loge < aloga + blogb+ clogc
3 3 - 3

de donde

b
aloga + blogb + clogc > %(loga—l—bgb—l—logc),

v por lo tanto

a+b+tc
a®t’ct < (abe) 3

Problema 8

La siguiente solucién, dada por un estudiante de Moldavia, mereci6 un pre-
mio especial por su sencillez y belleza:

25— 2 P 22(y? + 22)(2 — 1)

w4y 422 w322+ y? 422 a3(ad 2+ 22) (a2 Fy2 4 22) T

por lo tanto,

5 2 5 2
x° —x x° —x 1 1
Il Y - > (= })
5 2 2 = 3(~2 2 2 2 2 2
ciclicax Ty T2 ciclicax (l’ Ty 2 ) Tyt ciclica r
1 2
$2+y2+22 Z (1’ —yZ)ZO

ciclica

Nota: la palabra ciclica en las sumatorias significa que las variables z, y, z
deben permutarse ciclicamente. Asi, por ejemplo,

Z (2% —yz2) = (2% —y2) + (v* — 22) + (2* — zy) >0,

ciclica

yaque:c2+y2+z22xy+yz+zx.
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