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Una expresién muy comun cn la literatura matemdtica es la de considerar
"Sean a y b dos nimeros reales no nulos". ;Cémo expresar de manera sencilla
esa relacion? Hay dos formas inmediatas: por un lado, "sean a y b tales que
ab # 0", o bien "sean a y b tales que a® + b*> > 0". Esta iiltima, y su versién
simplificada, a? > 0, para cualquier a € R, es muy 1itil para trabajar desigual-
dades numéricas. En particular, en este documento trabajaremos desigualdades
relacionadas con la comparacién de medias.

Comenzaremos senalando qué es una media: En general, dada una fa-
milia de pardmetros {a,b, c}, una media para ella serd cualquier M tal que (i)
min{a,b, ¢} < M <méx{a,b,c} (en particular, si todos son iguales sélo puede
haber un valor para esa media), y (ii) si {z,y, z} es cualquier otra familia tal que
a<z, b<y c<z yM esla correspondiente media asignada a {z,y, z} me-
diante un proceso andlogo en el que M fue asociada a {a,b, ¢}, ha de verificarse
M< M.

Vamos a presentar las cuatro medias mds conocidas para cualesquiera par
de mimeros reales z ¢ y:

1. La relacion entre las medias armdnica (MH), geométrica (MG), aritmética
(MA) y cuadritica (MC) de dos nimeros x e y:
MH (z,y) = 2r; MA (z,y) = 5
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MG (z,y) = @y, MC(z,y) = /=55

_ z+y [2? + y?
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Resolucidn. Se hard "razonando hacia atrds", empezando por la primera
desigualdad:

viene dada por:
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donde hemos usado el hecho sefialado arriba (a* > 0); luego

MH (z,y) < MG (z,y) .



Para la segunda desigualdad:

luego
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= < ”‘i”@-’vyS("';y)

— day < (z+ .7/)2
— 0<(z—- ;1/).2 ,

MG (z,y) < MA (z,y) .

Finalmente, la tercera y tltima:

luego

T4y 22 + 92 (a:+y)2 2%+
< —_— = <
2 Ey 2 2 - 2
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. e+ 220y +y <z +y
4 - 2
= 2’ +2ay+y? <2(a* +y?)
= 0<(z-y)?,

MA (z,y) < MC(z,y).

2. Consiruccién geométrica de las medias de dos nimeros positivos sobre una
circunferencia:
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Sean reales positivos 0 < b < a, y construyamos la circunferencia de
didmetro a — b > 0. Llamemos A a su centro.

Prologamos su didmetro central (de longitud a — b) sumando una
longitud b. Llamemos M al punto extremo sobre ese didmetro.

Llamamos media aritmética de a y b a la longitud MA.

1. Dejando caer el punto A sobre la vertical, obtendremos un C sobre

la circunferencia.

Llamaremos media cuadrdtica de a y b a la longitud MC.

6. Construimos la tangente a la circunferencia en su hemisferio norte

desde M. Obtendremos un punto G.

7. Llamaremos media geométrica de a y b a la longitud MG.

8. Dejando caer el punto G en su vertical sobre el didmetro horizontal

9.

obtendremos un punto H.

Llamaremos media armdnica de a y b a la longitud MH.

Se tiene la siguiente relacion de las medias:

b < MH < MG < MA < MC < a.



Resolucion. La demostracién geométrica es trivial (si a = b trivializarfamos
la figura, de modo que todas las medias serfan la misma); y los célculos sobre

la figura, lo son igualmente (véase la figura al final de este documento):

i MA =a— %t =p+ a5k = atb oy cualquier caso.

ii. MC? = MA? + AC?, de donde MC = /2252,

iii. MG? = MA? — GA?, de donde MG = Vab.
iv. MG/MA=MH/MG <= MH=MG?/MA, de donde MH = zﬁ

La primera relacién entre medias que suele ser de interés para los estudiantes
es por qué es la media aritmética la que se usa? Buena iniciacién al sindicalismo
matemadtico...

Después de probar las desigualdades anteriores para cualesquiera par de
nimeros reales, procedemos a presentar las correspondientes para cualquier fa-
milia finita de n elementos. Obviamos sefialar que el dominio de los mimeros
reales en los que es vdlida cada una de las férmulas no es comin a todas ellas.
(Puede ser un buen ejercicio discutir este asunto.)

3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski) Para 2N niimeros reales
positivos ay,as, ... ,an,by,ba,. .., by, se tiene

N N N
E arby < E (L}% E I)i,
k=1 k=1 k=1
y se alcanza la igualdad si y sélo si & = --- = 7. (Obsérvese que no se
< by b

precisa que todos los nimeros sean positivos, pues

N N
> abe < Jak] [bi] <
k=1

k=1

en cuyo caso la igualdad se alcanza en el caso senalado arriba o bien
cuando todos los coeficientes son nulos.)

Resolucion. Consideremos el polinomio siguiente:

N
p(x) = Z (ar — b;\.:z)2 ,Vz € R,
k=1
es decir, para cada o € R:
N
plz) = Z (a3 — 2arbra + bia?)
k=1
N N N
= be 22 =2 Zakbk 1‘—{—2([,‘2.
k=1 : k=1




Como p no puede tomar valores negativos, su discriminante A serd negativo

(y serd nulo si y sélo si p(z) = 0, con una nica raiz x = %1‘- =...= %-\\—’)
N 2 N N

0 > —QZ(I,;\fb},- —4 Za'i sz
k=1 k=1 k=1

N 2

N N
= Z apbi | < Z ai Z by

k=1 k=1 k=1
que es lo deseado.

4. (Aplicaciones de la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski) Prueba
que dados ay, . ..,ay reales arbitrarios, se verifica que su media aritmética
MA no supera a la media cuadrdtica MC; es decir:

a;+---+ay
N
lay + -+ an|
- N

MA (al....,al\:) ¢ =

- .H,,\r) -

<

Resolucion. (Obviamente sélo probaremos la segunda desigualdad; la primera
es una trivialidad.) Basta con hacer by = --- = by =1, de donde

|
N “ N N 2
# ; —1 @
E ar| <N E (,,}-: — N2 _Zk——lk )

k=1 k=1

lo que equivale a

2

N N o

D k=1 Tk < D k=1 Gi
N - N

5. Prueba que dados ay,...,an reales positivos, se verifica que su media

geométrica MG no supera a la media aritmética MA, y la arménica MA
no supera a ninguna de las dos anteriores; es decir:

N
MH (ai,...,an) R ST T
< Yarxxay = MG (a,....ax)
< ﬂ#z;nr/\(al,.--m)

Resolucion. Primera demostracion (de Cauchy) de cémo

a;+---+an

N
vay X - xXan <
N

en tres pasos:



Paso 1° (ya probado): La desigualdad es cierta para N = 2.
Paso 2°: si es cierta para N, entonces también lo serd para N — 1.
Paso 3°: si es cierta para N, entonces también lo serd para 2N.

Prueba del paso 2°: llamemos a := ¥=/a; X --- X ay—;. Entonces:
ay+---+an-1+a N
> Y/a; x -~ xan-y xa= Va¥~1l xa=aq,

N

de donde
ay+--+an_1 = (N-1)a

y, por tanto,

a1+ ---+anN-1 :
— = > NYayx---Xan-_i.
N -1

Prueba del paso 3°: para ay,...,aax > 0 se sigue que (usando la hipétesis
para pasar de la 2% a la 3¢ linca):

aN
Z‘”" = (a; +a2) + (a3 +aq) + -+ (aan—1 + a2n)
k=1

> 2(Vajaz + agag+--- + GaN_102N)

> 2N '{/\/0102\/0/3(14 - \JaaN_102N

> 2N 2Y/ajazazay - aaN-1G2N-

Observa que, una vez probado que
MG (al., . .,(I,N) < MA ((l], . ,(LN),

la desigualdad
MH (al.,..,aN) S MG ((ll ..... aN)

es trivial. (;Por qué? Considera los puntos xy := 1/ag, con k = 1,....N, ¢
intenta razonar "hacia atrés".)
Segunda demostraciéon: Llamemos a = “—‘% y consideraremos un par

de los términos de esa media (podemos clegirlos como los dos primeros, sin
pérdida de generalidad), de modo que sean, con h, k > 0:

a—k<A<as+h

Ahora los vamos a sustituir a; y as por nuevos niimeros af y aj tales que se
mantenga su suma pero se incremente su producto:

al:=ayay:=a—-h+k

En efecto:

al+ay = a+(a—h+k)=(a+k)+(a—h)=a +a
diay, = ala—h+k)=a*—-ah+ak= a2+a(k—h)
aras = (a+k)(a—h)=a®—ah+ak— hk=a\ay— hk < a\ajy;



y, por tanto, se verifica lo deseado: se mantiene la suma e incrementa el producto
de los n» puntos.
Si ahora es
a=ay=ay=a3=--=an,

habremos logrado la igualdad, y ya no hay nada que probar. En caso contrario,
podremos encontrar dos términos entre ellos, uno menor que a y otro mayor;
digamos ay < a y as > a, y repetiremos el proceso anterior. Pero este proceso
es finito: no podra irse mds alld de n pasos.

6. Es muy 1itil la expresion de estas desigualdades para valores concretos de

N; por ejemplo, para N = 3:

<
. 3

3 ’ a+
T T S Vabes
atste

(o]

b+c a? + b2 + ¢?
= :

7. (Una aplicacion de la desigualdad MG<MA para N = 4) Encuentra el
valor maximo de la expresion
z (1-2°)
sabiendo que z € [0, 1].

Resolucién. Consistird en encontrar un mayorante para esa expresion y ver
que, efectivamente, se puede alcanzar en dicha expresién para un valor concreto.
La idea pasa por hacer

y = z(1-2a%
: : 373
— 3y =33 (1 — :1;'5)
= 3P =331-2%)(1-2%(1-2%),
de modo que la desigunaldad geométrico-aritmética nos da:
323 + (1 — :53) + (1 - 173) + (1 —
- 4
: y 3/ 3
= 3P <) = y< YP/= 44

-3
V393 ol 3/4

Por tanto = (l - 11:3) < —1—% cuyo maximo sc alcanzara cuando 323 =
1 — 2® (es decir, cuando se satisfaga la igualdad geométrico-aritmética para
{3:1‘3, 1—a231—2%1- :53}), lo cual se dard para © = 1/\’/_1
8. (Una aplicacion mds de la desigualdad MG<MA..., después de parecer
que no va servir para nada.) Si tres reales positivos a, b y c¢ estin en
relacion abc = 1, entonces
1 i 1 5 1
ad(b+c) b(ct+a) Aa+bd)

3
=<
5=



Resolucion. Los primeros intentos de resolucién de este problema, pueden ser
terriblemente infructuosas. Los tres sumandos y un factor 3 en el otro miembro
pueden sugerir comenzar por aplicar MG<MA (dos veces consecutivas):

| 1 1 !
Z0te  Flota)  #+H = 3\/(b+c)(c+a)(a+b)
3
Y(b+c)(c+a)lat+d)
> 3 3
- (b+c)+(c+a)+ (a+Dd)
9
Natbto)

y aunque parece que andamos cerca, pues a + b +c > 3\’/&—1)? = 3, nuestro gozo
se queda en un pozo, pues de ahf se colige que 2 (a + b+ c¢) /9 > 2/3, siendo la
desigualdad contraria la que necesitamos...

La otra gran herramienta que tenemos a mano es la desigualdad de Cauchy-
Schwarz-Bunyakowski, pero se antoja impensablo queriendo ver una suma de
cuadrados en la expresion W——c) + —m + m sobre todo, por los tan
desagradables cubos.

. Y es que hay una condicién que no hemos usado: la abe = 1. Observemos
cémo, en general, para cada uno de los tres sumandos:

1 _ 1 o 1/a? 1/a? e
BB+ a(af+ay) (aB+ay) (aB+ay)/aBy 1/B+1/y

lo que puede inducirnos a introducir un cambio de variables x = 1/a, y = 1/by
z = 1/¢, de modo que lo que queremos probar es que

2 2 2
Y

= :
y+z z+x Tty

3
- <
5=

Interpretando el miembro de la derecha como una suma de cuadrados, pensando
en poder aplicar la Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski, hacemos:

- . = ( ! x) 3 )
\/(y+ 2 ’ \/(Z k) ' \/(-’t:+1/)2 \/ bR \/7+ ™ \/7+ y)

II
2(x+y+z)

(o 4y+2)°

[\

de donde se sigue que

2 2 2 ;
x Y Z c+y+z3 3. i

+ — + > - > = Yayz =3/2,
y+z z4+zxz x4y~ 2 372 4 /

y, jmira por dénde!, al final si que hemos aplicado la desigualdad geométrico-
aritmética para tres términos.



9. (Desigualdad numérica de Jensen) Para cada funcién f convexa y conve-
nientes escalares positivos ay,. .. ,an tales que oy +---+ay =1, se tiene

que
N N
f (Z akl‘k> <Y arf (ax)
k=1 k=1

para cualesquiera puntos Ti,...,TN.

Resolucién. La prueba de esta desigualdad se hace por induccién sobre
N > 2: para N = 2 se sigue la veracidad de la afirmacién a partir de la
convexidad (*) de f. Probemos que:

N+1 N+1
i (Z n’k-"?k) < Z apf (Tr) -
R=1

k=1

En efecto:

N+1 N
f <Z ﬂkl‘:.-) = f (Z QR + au\r+1-'b‘1v+1)
k=1

k=1
N .
'k
= fll—aNns1) —— T+ ONF1ITN 1
( S 2 1- QN 41 .
b o
Y
< l—-ans)f <Z 1_——:14,) +ani1f(TNs1)
k=1 QN1
N &
k . ]
< (I-ana)), mf(ivk) +an+if (@n+1)
k=1 N
N+1
= Z akf (Ik):
k=1

donde hemos usado la hipétesis de induccién para la iltima desigualdad.
(*) Una funcién f es convera en Rsii f (azx + (1 — a)2) < af (z)+(1 —a) f(z)
para cualesquiera x en R y a en [0, 1].

10. (Aplicaciones de la desigualdad numérica de Jensen) Llamaremos M, me-
dia de orden p > 0 a la expresion

(Observemos que, dada una familia finita de N puntos, entonces en par-
ticular, M_; = MH, lim,_o M, = MG, M; = MA y M, = MC.) Entonces

a<b = Mg (z1,....,28) < Mp(z1,...,2N).



Resolucion. La demostracion se basa en el uso de la convexidad (**) de la
funcién  — 2% paraxz >0y o > 1. Tomando f (2) =2y o, =---=ay =
1/N se sigue que :

1 N b/a 1 N
(NZmﬁ> = f(x)=/ (NZ.«K‘;)

k=1 k=1
N N

1 a 1 - ayb/a 1 b
" Zf(ﬂ«'k) =N ;(:Ek) =N Z:Ek:

k=1 k=1

IA
|

de donde tomando raices b-ésimas en los extremos de la desigualdad se sigue el
resultado.

(**) La convexidad de la funcién & — z® paraz > 0y @ > 1 es evidente, pues
siempre: f”(z) = a(a—1)z°"2 > 0; y la convexidad estd asf caracterizada
para las funciones derivables.

11. Algunas conclusiones (pensando en cémo puntuar la evaluacidn de un es-
tudiante):

1. Si p > 1, la media de orden p dard mas peso a las puntuaciones mas
altas, premiando el logro de las mismas: un 8 y un 10 frente a dos 9
serd

M, (8,10) = V82 > M, (9,9) = V8I.

2. Sip < 1, la media de orden p dard mas peso a las puntuaciones mas
bajas, premiando la constancia:

M_; (8,10) = 80/9 < M_; (9,9) = 9.

3. Si p — —oc, entonces M, (z1,...,zx) —min{zy,....ox}. Sip —
+00, entonces M, (z1,...,zx) —mix{z1,...,ZN}

4. En el caso de que Paquito y Paquita hayan obtenido calificaciones
respectivas de 9 y 6, y de 1 y 4, respectivamente, en cada evaluacion,
obsevemos que podriamos optar por darles cuatro tipos de puntua-
ciones medias (saca tus propias conclusiones):

MH(9,1) = 1,8MG(9,1)=3;MA (9,1) =5;MC(9,1) = V4l
MH (6,4) = 4,8 MG (6,4) = v24; MA (6,4) = 5;MC (6,4) = V26.
12. (Otra aplicacién de la desigualdad de Jensen) Prueba que si ;15 + L—lb + ﬁ =

1 entonces

a T b . c <3\/§
VitaZ Vit Vit~ 2

Resolucién. Introduciremos el cambio de variable

a=tan A, b=tan B, c=tanC, con A+ B+ C = .

9



(Esto iltimo se corresponde con la condicién uLb + ﬁ + ﬁ = 1. En efecto,
si multiplicamos ambos miembros de la igualdad por abc nos quedard a + b +
¢ = abe, y sabemos que tan A + tan B + tan C' = tan A tan B tan C si y sélo si

A+ B+ C =x.) Trabajando en el miembro de la izquierda:

a 4 b " c _ tan A " tan B 2 tan C
V1i+a2 V142 V142 Vi+ttanA Vi+tan?B V1 + tan®C
tan A tan B tanC

+ +
Vsec2 A Vsec? B Vsec?C
= senA +senB + senC

donde usando la concavidad de la funcién seno en [0, 7], tendremos que

A+B+C . w 3V3
—3 = 3sen— = 5

senA + senB + senC < 3sen (

13. (Méds utilidades de la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski) Prueba
que

{a,b,c} {z,y,2} = ar+by+cz< Va2 + 82+ 2\/z? + 2 + 22
{a,b,c} = ab+bc+ca<a®+b*+c*

{a,b,c} = abc(a+b+c)<a’® +b*? +ca
{a,bc};a+b+c = 1 = ab+bc+ca<1/3

2

Resolucion. La primera de ellas es de aplicacion directa de la desigualdad
de C-S-B. La segunda, igualmente, considerando como segunda familia {x,y, z}
la permutacién {b,c,a} de la primera. También puede obtenerse por técnicas
directas de célculo, sin mas que tener presente la no negatividad de los cuadra-
dos:

OS(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2:2(a2+b2+c2—ab—bc—ca).

Claramente, se alcanza la igualdad ab+bc+ca = a* +b? +¢* cuandoa = b =c.
La tercera es consecuencia de la primera:
abc(a+b+c¢) = (ac)(ab) + (ba) (cb) + (be) (ac)
Ve2a? + a2b? + b2c2\/a2b? + b2 + c2a?

b2 + c*a® + a*b.

INIA

Finalmente, de la segunda:

ab+bc+ca < a?+b2 4= (cL—i—b—}—c)Q—‘Z(ub—f-bc—i-ca)
1—2(ab+ bc+ ca),

de donde despejando, se tiene lo descado.

10



14. Para reales positivos a, b y ¢, si (1+a)(1+0b)(1+c) = 8, entonces
abe < 1.

Resolucién. La condicién de partida nos dice que
1+ (a+b+c)+ (ab+ be+ ca) + abc = 8.

Pero, por un lado, la desigualdad geométrico-aritmética nos dice que Vabe <

“+c . . : 3
%A_L; y por otro lado, la arménico geométrica nos da que 171‘71- < Vabe, es
a b e

decir, 3 ((1,1)(:)2/3 < ab + be + ca. Por ambas razones:

. 3
8 > 1+ 3 (abe)'’® + 3 (abe)*’® + abe = (1 + (abc)"3)

de donde Vabe < 1, 0 equivalentemente, abe < 1.

Estd claro que se alcanza la igualdad cuando y sélo cuando abe = 1. Es
decir, basta que alguno de los tres sea distinto de 1 para que no se alcance la
igualdad.

15. (Una aplicacién aeroportuaria.) Aunque pueda resultar extrano, la norma-
tiva de las aerolineas, para el tamano del equipaje permitido en cabina, sélo
indica que permiten "una tinica pieza cuyas dimensiones largo+ancho+alto
no exceda los 115 centimetros". Es evidente que el abanico de posibilidades
es enorme. Es sugerente que se busque, tal y como se propone en el dossier
que trabajan los estudiantes que visitan la Ezposicion Imaginary, qué dice
cada compania al respecto de la aplicacion de la normativa general para sus
normativas propias (Iberia es un 55 x 40 x 20, Air Europa de 55x35x25).
Es claro que la condicion x +y+ z = 115 nos da un plano que corta a los
ejes coordenados en los puntos (115,0,0), (0,115,0) y (0,0,115); y deja
debajo -dentro del primer octante del espacio- al deseado objeto. jPuedes
dar las dimensiones que ha de tener la maleta de cabina para que tenga
mdzima capacidad?

Resolucion. Se trata de una aplicacién inmediata de la desigualdad entre las
medias MG y MA para tres dimensiones:

3 3
T z 115 ;
zyz < (7“—+7—1Jr—> = (T) ~ 56328, 7 = 38,3

«

de modo que buscamos una maleta cibica de 38,3 centfmetros de lado.

16. Para reales positivos a, b y ¢, se sigue que

(1+%) (1+1£> (1+§)22<1+%\/%C>.

11



Resolucion. Desarrollando en el primer miembro:

a b c c a b ab bec ca abc
(1 +3) (142)(1+2) = 144z 4o
b c a a b ¢ be ca ab bea

¢c a b a b ¢

= 24—+ —-+-+-+-—+7

a b ¢ ¢ a b

(c+n, a+b b+c)

= 2+ + + ;
b c a

lo que equivale a probar que

(:+u,+n,+b+b+c 2’)”’+b+c,

b c a Yabe

Si reescribimos

c+a_a+b+c_1 a+b a+b+ec

1 b+c a+b+c

. 1,
b b c c a a

entonces la desigualdad a lograr se escribe como

1 1 1 a+b+e
at+b+c)|l - +-+=-]—-3>2——.
( )<b c a) - Vabe

Pero si aplicamos las desigualdades arménico-geométrica, primero, y la geométrico-
aritmética, después, tenemos que

\Y

3

. b J
(a+[)+c)<l+%+i) M

b a abe

2(a+b+c) +a+b+c
Vabe Vabe

2(a+b+c)

3

v

+ 3,
abe

que era lo que anddbamos buscando.
17. Halla las cuatro raices reales de la ecuacion
ot —ard + b —ecx +5=0
sabiendo que son positivas y satisfacen la relacion
T3 o T3 T4

R 2=
> 1 +

Resolucion. Es importante observar cémo las cuatro raices han de satisfacer
la relacién rirarary = 5/4 (isabes por qué?), de donde



Por tanto:

ol
_+_
w3
=E
ol
+
ol
=

lo que nos dice que se alcanza la igualdad en la desigualdad geométrico-aritmética;
y, por tanto, los cuatro términos han de iguales, satisfaciendo
T2

2 4

T T3
: 5

Es decir: 7y =1/2, 7o =1, r3 =5/4 y rqy = 2.

18. (Aplicacién de la desigualdad aritmético-cuadrdtica) Si a, b y ¢ son las
longitudes de los lados de un tridngulo, prueba que

\/b+c—a+\/c+a—b+\/a,+b—c§\/(—L+\/l_)+\/5.

Resolucion. En este ejercicio veremos un buen cjemplo de lo que significa
la eleccién de una notacién adecuada. Sean p := (a+b+¢) /2, x := p — a,
y:=p—>by z:=p—c. (Observa que la condicién que rijen los pardmetros a, b
y ¢ hace que los nuevos z, y y z sean positivos; por ejemplo, para x:

z=p—a=(a+b+c)/2—a=(b+c—a)/2>0.)

En consecuencia, tendremos que a =y + 2z, b=z +a y ¢ = x + y. Por tanto,
nuestro objetivo ahora es probar que

V2 + 2y +V2ze< Jytz+Vztao+ JVrtuy.

Ahora, usando tres veces la desigualdad aritmético-cuadratica, tendremos:

V2 + /2y » V2y + V2z i V2z + V2
2 2 2

2z + 2y 2y + 2z 22+ 2z
S\/ 2 +\/ TR

vVytz+vz+r+Jxr+y.

19. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, se tiene que

V2 + /2y + V2z

Il

9a%b*c* < (a®b+ b + cza) (ab2 + be? + ca®).
Resolucion. La desigualdad geométrico-aritmética para tres puntos nos da:

a?b4bc+cla 3/4313,3 — .
——") 5, > Va3bh3e3 = abe
ab®+-be”+ca” 3/ gaa. 3 ,
e et > Vadbhdce? = abe

de donde despejando en cada desigualdad y multiplicando ambas, se obtiene lo
deseado.
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20. Para cualesquiera reales positivos xy, o ..., T, S tiene que

x T2 Tn—1 Tn
— =4+ =+ 2>
ZIo T3 Ty I

Resolucion. La desigualdad geométrico-aritmética para n puntos nos da:
x p) Tn—1 Ty Ty T2 Tn—1 Ty
L ZEg B P2 =,

21. Para cualesquiera reales positivos xy, xs ..., Tn, s¢ tiene que

11 1 5
(x1 + 20 +---+2,) ;L‘_+_+.“+‘_ >n”.

1 T2 Tn
Resolucion. La desigualdad arménico-aritmética

Ty +xy +---+ 2Ty <1 1 1>_l
n
n

para n puntos nos da lo desecado, inmediatamente.

22. Prueba que para cada familia de reales positivos {x1,x2 ,...,x,} tal que
1 1 1

—_—t——

14+ 2 14+ 29 14z,

)

se tiene que
(m—1"<xy 39 - Ty
Resolucion. Una adecuada notacién ayudard en la resolucién. Llamaremos
Yk 1= TITT a cada una de las fracciones en la suma. De ahf

L=y
zp=1/yx —1=——;
Yk

ydey; +y2+---+y, = 1, para cada k tendremos

n
-y =Y v

i=1

i1#k
Aqui vamos a usar convenientemente la designaldad geométrico-aritmética:

n

i ST Ly _ [hea (U —wn)

n
il [Ti=1 Uk

n n
L i=1Yi
. (sy0)
S e
Hk:l Yk
1

n—1
T n
o i=1Yi

(7), _ ]_)” . _ (77, _ 1)”,
k=1 Yk

I - To

v

que es lo buscado.

14



23. Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y A, B y C los
dngulos respectivos. Si r > 0 es el radio de la circunferencia inscrita en
dicho tridngulo, prueba que

asenA + bsenB + csenC > 9r.

Resolucion. La relacién entre el perfmetro del tridgulo a + b + ¢, el drea S
del mismo y el radio r de la circunferencia inscrita en él (llamado inradio) viene
dada por la relacién

S=(a+b+c)r/2,

es decir
25
T a+b+e
)7
28 25 25
senA = —; senB = —; senC = —.
be ca ab
Razonando "hacia atrds", tenemos:
asenA + bsenB + csenC > 9r
25 2 25 25
= — 4+ b— —_ >
“ ca+(ab_ a+b+c
a b c
= —t—t—=>—
be ca ab T a+b+c
1 b c
= — L (a+b+c) =09,
be  ca ab

pero como la desigualdad geométrico-aritmética nos da

L4l 5 s Ly a+g)+c2 o
3 abe 3

tenemos que es cierta la ltima desigualdad, de donde se sigue la veracidad de

todas ellas.

La igualdad se alcanza en el tridngulo equildtero, y sélo en él.

Son muy 1itiles, en general, las siguientes relaciones cuando de desigualdades
entre los lados de tridngulos se trata: Si a, by ¢ son las longitudes de los lados
de un tridngulo y A, B y C los dngulos respectivos, y con circunradio r > 0,
entonces se tienen:

1. Igualdad del coseno:

2 = a® +b* — 2accos C.

2. Igualdad del seno:

a b c

— =] =2r:
senA  senB  senC




3. Foérmula del 4rea:

2A = absenC = besenA = casenB.

24. Para cualesquiera reales positivos a y b se tiene que

alb+ /bja < Y2(a+Dd)(1/a+1/b).

Resolucién. Este problema es de los que se precisa "empezar con buen pie':
un adecuado cambio de variable nos llevara por el buen camino. Hagamos

. 3
z:=Vaey:= b.
Ahora, razonando hacia atrds y haciendo cédlculos, tendremos:

Yafo+ Ybja < Y2(a+b) (1/a+ 1/b)

!

a8 + 3.'1:‘",1[2 + 3zt + 4% < 228 + 423y + 2y8
3ziy? + 3z2y* < 2 + 4233 + 45,

11y 1

Pero, ahora bien, por la aplicacién de las deignaldades geométrico-aritméticas

8/ 212416 — dai2

6 3 3.3 = & yb =Ty
DX P v

y +;J v > J/ylzl.b — ,1/4‘1‘2

se tiene que la iltima desigualdad es cierta.

64223 '1/‘!

25. Para cualesquiera reales positivos a, b y c, se liene que
(a+b)(a+c)(a+b)(a+c)>2y/abc(a+b+c).

Resolucion. Se trata de una sencilla aplicacién de la desigualdad geométrico-
aritmética:

a® + ab+ ac + be
ala+b+c)+be

> 2y/abc(a+b+c).

26. Para cualesquiera reales positivos a, b y c, sc liene que

(a+b)(a+c)

Il

A)a o b e c >
VaZz +8bc Vb2 +8ca ¢+ 8ab

1.
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Resolucion. La prueba de esta desigualdad reside en la idea feliz de caer en
la cuenta de que podemos probar que

a al/’d

5 ‘
VaZ +8bc — a/3 +b1/3 4 A/3

para el primer sumando, y asf andlogamente con los otros dos.
Haciendo célculos:

a a~1/3

e > e
VaZ ¥ 8be - at/3 + b1/3 4 /3

b b 2
a? (a“/'; + 43 4 C4/3) > pPl® (az + 8bc)
; . Y- D Cme k|
(a"‘/“ + b1/ 4 (:'1/‘3) > /3 ((1,“) + Sb(:) > a® + a?/38be
(a4/3 LpA/B Jr(;1/3)2 _ (av.u:;)'“’ > a2/38be

(2a,1/3 4 pi/3 +c»1/3) (b‘1/3 n C.l/g) > 8a*/3bc

[

lo cual es consecuencia de la doble aplicacién de las desigualdades geométrico-
aritméticas:

20473 1 b3 4 A3 > 4V a8/3pA/3c4/3 = 4a2/3p1/3p1/3
bA/3 4 A/3 > o /pABEA3 = 2p2/32/3
cuyo producto, miembro a miembro, nos da lo deseado.
27. Para cualesquiera reales positivos a, b y c, se tiene que
2 o 2 2 2 5 27
b(a+b) c(b+c) alc+a) ™ (a+b+c)*

Resolucion. Aplicando la desigualdad geométrico-aritmética, una vez en la
primera desigualdad y dos veces en la segunda, tendremos:

2 2 2
b(a+b) + c(b+c) + a(c+a) > 3 8
3 - abe (a+b) (b+¢) (c+a)

9

Vabei/(a+b) (b+c¢) (c+a)

5 3 3 i 9
“(a+b+c)2(a+b+c) ((L—i—b—}—c)z?

de donde se sigue lo deseado.

28. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, se tiene que

ad 3

—+—+—=>a+b+ec
be  ca ab

17



Resolucion. Comenzando por multiplicar en ambos miembros por abe, lo
que perseguimos serd equivalente a demostrar:

at + b+t >abc(a+b+c).

En el miembro de la izquierda haremos transformaciones y aplicaremos la de-
sigualdad geométrico-aritmética a cada sumando:

at+bt v+t et +at

4 4 4
a*+b+ct = 5 3 5
> Valbt + Vbiet + Vetat = a?h® + b2 + Pa?
D) 2 2 2 2 2 2 2 2
c” (a® + b a” (b= + c¢* b (¢ + a-
@) ) (@)
2 2 2
> cab+ a%be + b*ca = (a+ b+ c) abe,

T . . 2
donde la iltima desigualdad proviene de un elemental (z — y)° > 0 en cada uno
de los tres sumandos.

29. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, con a+b+c = 3, se liene que

Va + \/5+\/52ab+1)c+ca.

Resolucion. Trabajando hacia atrés:

\/E+\/l_)+\/5 > ab + be + ca

= 2(\/5+\/5+\/E)22(a[)+[)c+ca)
— c'~’+a2+b2+2(\/5+\/5+\/5)
>

2 +a®+b2+2(ab+be+ca) = (a+b+c)
= 3(a+b+o)
= 02+a2+b2+2(\/5+\/l_)+\/5)23(<L+b+c).

Ahora vamos a aplicar tres veces la desigualdad aritmético-geométrico:

a? +2/a>3Va3 = 3a
b +2vb > 3Vb% = 3b
A +2/c>3V3=3c
de modo que vemos que es cierta la iltima relacién de mds arriba; y por tanto,
"tirando hacia atras" se tiene lo buscado.
30. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, con abc =1, se tiene que
a

b ¢
+-4+->a+b+ec
b ¢ b

18



Resolucion. Reformulando la férmula buscada tenemos:

Ll Baeh g (@, B O e, Baes hie
3 b ¢ b b ¢ b b ¢ b = ’

en donde vamos a aplicar tres veces la desigualdad geométrico-aritmética:

1 a+a+b S
3\ b b ¢)

del mismo modo que se prueba:

y se concluye la prueba.

31. Para cualesquicra reales positivos Ty, Tg ..., Ty, CON T1+To +-- -+, =1,
se tiene que

T I T n?
+ o>
o (T + 22+ x3) w3 (T2 + T3+ T4) zy (T, + 21 + 22) 3
Resolucién. Llamaremos @, := 1 y Tp+2 = 22. Paracada k =1,...,n,
definamos .
T
aj 1= y by =T + Tpy1 + Thto.
Tr+1

Es evidente que

f[ak =1y ibk = 3i.’ltk =3.
k=1 k=1

k=1
La desigualdad a probar equivale a que

3

L a n
> 5 2%
k=1 .

. oy . i . n n :
Usando la desigualdad geométrico-aritmética en las expresiones Y_p_; bp y D _jy 75

y aplicandola otra vez mas:

n L5 )
Z % o . f0102  On _ nyai8y---an M-
= b b1 b bn Ybiby---b, — 3



32. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, con a+b+c =1, se tiene que

vab+c+ Vbe+a+ Ve+ab > 14 Vab + Vbe + Vea.

Resolucion. Haciendo cédlculos

Vab+c¢ = ab+c(a+b+c)=ab+ ca+be+ c?

B \/Q(ab—i—ca—kbc—f—cz)

N 2
ab ab ca ca be be 2 2
Pttty ts ety

ycomo (4 + ) + (% +1) =c[(§+4) + (4 +5)] > 2vab

ab ab 2 2
Vab+c > 7+7+20\/ab+%+%

= (\/;ﬂ;+c)2=m+c,

y de modo andlogo se tendrd que
Vboe+a > Vbe+ay Vea+b>/ea+b.
Por tanto

Vab+c+Victa+Vetab > Vab+Vbe+Jea+c+a+b
Vab + Vbe + ea + 1.

33. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, con abc =1, se tiene que

\%

1 1 1 6
S S I>lh—
a b ¢ a+b+c

Resolucion. Haciendo célculos

1 1 1
<—+—+—> (a+b+c) > (a+b+c)+6,
a b ¢

y en el miembro de la izquierda usamos, factor a factor, la desigualdad arménico-
geométrica y la geométrico-aritmética:

1 1 1 3
=i = b = o =3y(1.—+-1)+(:23\/3(1b(:=3;
a b Z v abe

de donde

1/1 1 1

- <—+—+—) (a+b+c)>a+b+ec
a c

3 b
v 2/1 1 1 2 3
ol =t boe iy ) > = —==3Vabc = 6.
3((L+b+c>(a+b+c)_3\/3abc -

Sumando término a término en las dos tltimas desigualdades se concluye la
desigualdad.
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34. Para cualesquiera reales positivos a y b, tales que a + b = 3, y positivos
z, Yy z tales que zyz = 1, se tiene que

(az + b) (ay + b) (az +b) > 27.
s Cudndo se alcanza la igualdad?
Resolucion. Manipulando en la desigualdad de la izquierda:

(az +b) (ay +b) (az +b) = a*zyz+a®b(zy +yz + 2x)
+ab® (x +y+2) +b°
= o +a?(axy +yz + z2)
+ab? (z+y + 2) + b°
27

[\

y por tanto
8 4 27 (m el 20 . 3
a’ +a’b(zy +yz +zx) +ab” (x +y+z)+b0° > 27

es condicién eqivalente. La desigualdad aritmétrico-geométrica, aplicada dos
veces, nos da:

THYy+2z>3YrYz ="

xy 4+ yz + za > 34/ (a;yz)2 =3
Por tanto,

(az +b) (ay +b) (az +b) > a® +3 (0,21) + (1,1)2) + 0= (a+ b)® = 27,

luego se verifica la igualdad siempre, y se alcanza la igualdad si y sélo si z =
y=z=1

35. Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢, con ab+ bc+ca =1, se liene

que
of 1 V3
\/ — ) ) < —.
\/abc elilatbe = 3abe

¢ Cudndo se alcanza la igualdad?

Resolucion. Que el miembro de la izquierda sea una rafz cibica sugiere
que busquemos en su interior un producto de tres factores que sugiera una
mayoracién por la media aritmética:

Il

1 1 + 6a2be + 6ab?c + 6abc?
e +6(a+bd+c)

abc abc
1 + 3ab (ac + be) + 3be (ba + ca) 4 3ac (ab + cb)
abc




donde usando ahora que ab + bc + ca = 1:

1+ 3ab-3 (ab)2 + 3be — 3 (be)? + 3ac — 3 (ac)?
abc
A—=3 [(a.b)2 + (be)” + (ac)?]

abe

1
@4‘6(&4—1)%‘6) =

y es facil ver que 3 [(ab)2 + (be)® + (ac)Q] > (ab+ be + ca)? = 1, luego

1 3
— +6(a+b+c) < —.
abe

abe

La intuicién original no parece tener interés ahora mismo, pero ahora podemos
afirmar que bastara con probar que

./ 3 33 ) y
o) — = i < 3abc < Vabe < 3(abc)2/‘i <1
abc 3abe

— (abe)® < 1/27.

iY mira por donde si que vamos a usar la deseada media geométrico-aritmétical

En efecto:

abe)? = (ab) (be) (ca) < Mﬂ < l :i_,
3 3 27

donde hemos tenido en cuenta que ab + bc + ca = 1.
Estd claro que la igualdad se alcanza cuando y sélo cuando a = b = ¢ =

1/V/3.

36. Sean reales positivos a, b y ¢, con abc = 1. Calcula tales a, b y ¢ con
suma minima.

Resolucion. Por la desigualdad geométrico-aritmética se tiene que

a+b+c

3 <~ a+b+c2>3,

1 = Vabe <

luego para a = b = ¢ = 1, se tiene suma minima.
Pero, jes tinica esta terna con suma minima? En efecto, esa terna hace que
se alcance la igualdad en la desigualdad geométrico-aritmética.

37. Resuelve en R™ el sistema

a+b+c+d=4
1/a+1/b+1/c+1/d=5— (abed) ™



Resolucion. La desigualdad geométrico-aritmética nos dice que

1 _ a+1)~:(:+d24

— abed < 1.

abed

La segunda ecuacién se transforma en
bed + acd + abd + abe + 1 = 5abed,

en la que podemos volver a aplicar la citada desigualdad:

Sabed =  bed+ acd + abd + abc +1 > 54 (abcd)3
<« (abed)® > (abed)® < (abed)® > 1
<= abed > 1.

Por tanto, abed = 1, es posible cuando a = b = ¢ = d = 1, lo cual nos da la
solucién (1,1,1,1).
i Hay mds soluciones?

38. Sean f,gy h funciones tales que f(x)+ g (z)+ h(z) >0, para cualquier
x real. Para a > 1, prueba que la ecuacion

af(a:) + ag(;r) + a/z(;r) =3

tiene soluciones si y sélo si las funciones , y tienen ceros comunes. Aplica
este resultado para solucionar la ecuacion

51—+—(:0s LEJNR 2:r'—1 + 22(1—|.’I.‘|) =3
Resolucion. Estd claro que los ceros comunes de las tres funciones f, gy h
son ceros de la ecuacién dada:
af(a‘) arl ag(:x:) + ah,(a') = al) b a() + (ZU = 3.
La desigualdad geométrico-aritmética para a/ (@), a9(*) y a"®) nos da

a}f(.::) +ag(;1:) +ah(:r)
3 =

= A af (@) ta(@)+h(z) > \/Zl a® =1,

lo cual nos dice que f (z) + g (z) + h(z) = 0 cuando tenemos soluciones de la
ecuacién, y sélo en esos casos:

af(:l:) ag(.lt) ah(x)

1= af(:l:)+g(:1:)+ll(:r) = af(;l:)ay(:l.‘)ah.(:r)

conlleva af () = ¢9) = "= =1, de donde f (z) = g(z)=h(z)=0.
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En la aplicacién, con
(1+ cosmz)logy b
22 -1

=2(1 - |z|)

= Q@
—_ o~ —~
N N N
| I

tenemos que f (2) + g (z) + h(z) > 0, de modo que la ecuacién
51»|Acus LEJER 2:172— 1 + 22( 1—|z]) _ 3

tiene sus soluciones en los ceros comunes de las funciones f, g y h; a saber, en
z=—-lyz=1

39. Calcula el minimo de a® + b* si los nmiimeros reales a y b satisfacen la
relacién ab (a"’ — b'“’) =a’+ b2, con a #0.

Resolucién. Llamaremos
5 . -
z=a’+b*ey=a®-0

es decir:

de donde

|z ty [T —1q

Por tanto, podemos reescribir las relaciones dadas asi:

f[a+y [z-y I zryz—y\ __
Yy==x D1CI = .
2 V72 )Y 2 g2 )Y

Aplicaremos la desigualdad geométrico-aritmética:

THyr—y _ e
DR N e 2 X

xr
r < Y5

de donde

y (como x # 0) ha de ser y > 2, pues si y < 2, caemos en el absurdo de que
<z
Por otro lado, elevando al cuadrado en aquella igualdad:

THYT—Y o o 22\, 2 42 2__Y
— g Y =T = (22 —y)y’ =42 = = =7

lo cual conlleva a que y > 2.
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Haciendo célculos,

0 < (y*-8)° =y —16y° +64
= y'>16y° - 64 =16 (y* —4)

4
2 Y

s T = —_— > 16
ji—a
= 1z >4.
Por tanto, ese minimo posible es a®> + b*> = 2 > 4, y sc puede alcanzar para

valores como:
a:\/2+\/§yb: 92— /9,

40. Una circunferencia de radio v > 0 y centro S estd inscrita en un tridngulo
de vértices ABC. Una recta que pasa por S intersecta los lados a = BC
y b= CA en los puntos D y E, respectivamente. Prueba que el drea del
tridngulo de vértices CDE nunca es menor de 2r®. Determina en qué
casos se alcanza ese valor de 2r2.

Resolucion. El drea A del tridngulo CDE se puede obtener como la suma
de las correspondientes dreas de los dos tridngulos CES y CDS (recuérdese que
S estd en el segmento DE):

A (CDE)= A (CES)+A (CDS) = é (CE x 7')+% (CD xr) = %r (CE+CD)
donde aplicando la desigualdad geométrico-aritmética:
A (CDE) = %7‘(CE +CD) > /(CE)(CD) xr.
Sabemos que, en general, el producto de dos lados de un tridngulo nunca es
inferior que el doble de su drea; por tanto, en nuestro caso:
(CE)(CD) >2A (CDE),
y la igualdad se alcanza si y solo si el dngulo en el vértice C' es recto. Por tanto:
A (CDE) > (CE)(CD) x r = \/2A (CDE) x r

= (A (CDE))* > 2A (CDE) x r*
—s A(CDE) > 2/%,

donde la igualdad se alcanza, como hemos observado, si y sélo si C' = 7/2 rad.
= 180° (y, consecuentemente, el tridngulo CDE es equildtero).

41. (Desigualdad de Nesbitt) Para cualesquiera reales positivos a, b y ¢ cor-
respondientes a las longitudes de los lados de un tridngulo, prueba que
3 a b ¢

Z < < 2.
2 " b+e (:+(1.+a,+b

[\
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Resolucion. Observemos que la igualdad se alcanza para a =b = c.
Por ser los lados de un tridngulo, tenemos que

a<bt+ec,b<ct+ayc<a+ly

de ahi, razonando en la primera de las tres desigualdades:

a+b+c 1 2
- < bt+e &— ——< ———
2 b+c a+b+c
2a

—_—
b+c a+b+c
de donde haciendo lo andlogo para by ¢, tenemos que:

a " b " c - 2a + 2b s 2¢
b+c¢ c¢+a a+b a+b+ec a+b+c a+b+c

Para la otra desigualdad (Desigualdad de Nesbitl, propiamente dicha), de-
spués de comenzar con unos célculos:

a b c a b c
+ + = + +
b+c c+a a+b b+c¢c c4+a a+b
b+c¢c cH+a a+d
b+c¢c cH+a a+d
a+b+c b+c+a c+a+b |
= + + -3
b+c c+a a+b

1 1 1
— b+c¢ -3,
a5 )+L)<b+c+c+a+a+b>

y trabajaremos con la desigualdad armdénico-aritmética:

-3

1 1 1 ; i
et et @ 3 & el
3 “(b+c)+(cta)+(a+d) 2(a+b+c)
pata hacer
a b c 1 1 1
= (a+b+c - + -3
b+c+c+a+a+b (a C)(b-+—(: c+a a+b)
9

> b+¢)m——— —
z (at +L)2(a+b+c)

9/2 -3 = 3/2.

42. Sean a, b y ¢ las correspondientes longitudes de los lados de un tridngulo.
Si llamas p a su semiperimetro (2p = a + b+ ¢), prueba que

(p—a)(p—"0>)(p—rc)<abc/8.



Resolucién. Trabajando "hacia atrds" tenemos:

(p—a)(p=b)(p—c) <  abe/8

a+b+c a+b+c a+b+c

abe/8

—

<

— <b+(:—a> (r:+n.—!)> (a+b-{:) < abe/8
2 2 2

—

(b+c—a)(c+a—>0)(a+b—c)<abe

Ahora, la intuicién nos dird que el camino a seguir debe ser (obsérvese la
simetria que debe explotarse: el producto de tres factores debe ser mayorado
por el de otros tres..) el de probar que

b+c—a<a,
pero esto no se tiene por qué verificar (basta pensar en un tridangulo isésceles

cona=1yb=c=2). Por tanto, csa simetria habrda que buscarla en... probar
que:

Vib+ec—a)(c+a-b) = le—(a=Db)][c+ (a—Db)]

de donde
(b+c—a)(cta-D)(a+b—c)
== \/(b—+-c—a)2(c—%—a—l))z(a—i—b—c)2

Vibh+c—a)(c+a-b(a+b—c)(b+c—a)\/(c+ta—b)(a+b—c)
< cba,

I

y se alcanza la desigualdad buscada.
Observa que también podrfamos haber probado esta desigualdad haciendo
uso de la desigualdad geométrico-aritmética:

Vib+c—a)(c+a-b) < (b+c—a)t(c+a—b) =‘%C:c,

hubié¢semos logrado lo buscado.

43. Prueba las siguientes relaciones:

i. cos A+ cosB +cosC =1+ «lsen%sengsen?—,

ii. 1 <cosA+cosB +cosC < 3/2
iii. cos Acos BcosC < 1/8

V)
~



Resolucion. Usando igualdades fundamentales de la suma de dngulos y de
dngulos de una suma, podemos establecer

cos A + cos B = 2 cos 452 cos 458
s (0 s — "2 A+B =
cosC = —cos(A+ B)=1-2cos” 55=
A+ B A-—
cos A+cos B+cosC = 14 2cos ; (cos QB—cosA+B>

1 + /1 (lll—/ sen—sen—.
S
S C S

Para la segunda relacién, como los tres senos son positivos:

A DB C
1 < 1+ 4301155cn§scn? = cos A + cos B + cos C

= 1< cosA+cosB+cosC.
Por otro lado, al ser agudos los tres semidngulos,
ensenZs < 1/8
senosen—-sen— < /
= cosA+cosB+cosC<1+4/8=3/2.

Por fin, para la tercera relacion, en el caso de que alguno de los dngulos fuese
obtuso (séllo uno puede serlo, a lo mds), entonces

cos Acos BeosC <0< 1/8.

En el caso de que los tres sean agudos, los tres coseno serdn positivos, y podemos
usar la desigualdad geométrico-aritmética asf:

Vcos A cos BeosC < LOSA+CUZ +oosC <1/2,

usando la ltima desigualdad probada, luego hemos completado todo lo pedido.

44. Prueba que en cualquier tridngulo, la relacién entre el semiperfmetro p y
su drea S estd dada por la desigualdad

p° > 3V38.
;,Cudndo se alcanza la igualdad?
Resolucion. Un uso directo de la desigualdad geométrico-aritmética nos dice
que

3p—(a+b+c) )

Vo-ab-bp-a < T——==7

= (p—a)(p-b)(p—c) <p°/27
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donde introduciendo la férmula de Herén (S = /p(p —a) (p — b) (p — ¢)), ten-
dremos que:

2 < pt/27 = 27182 <p' <= 3V3S<p?

lo cual es lo buscado.

Concluimos esta recopilacién de la aplicacion de las diferentes desigualdades
entre las medias estudiadas aqui con una revisién de cémo aparccen, de modo
natural, en operaciones cotidianas.

45. La media aritmética. FEn cualquier trapecio de bases (paralelas) con
longitudes a y b, la base media tiene como longitud la media de ambas.
Si se divide su altura en n partes iguales (asi by == a y b, :=b), y se
consideran dos grupos dados por la division que da al trapecio cualquiera de
ellas, tendremos k y n — k partes en cada uno de dichos grupos. ;Cudnto
mide la paralela por esa altura y cudnto valen las dreas de los nuevos
trapecios?

Resolucion. La solucién de la longitud de cada una de csas longitudes by
esta dada por la férmula

ka+ (n—k)b
by = —————.

que es la media aritmética (ponderada) de a y b; y el drea de cada uno de los
trapecios T} estd dada por

l <bk_1 + b;,-) - br_1 + bk

2 2n

n
que vuelve a ser otra media aritmética (ponderada).

46. La media geométrica. La media geoméirica MG de dos niimeros a y b
verifica la relacion

MG b
I\IG_\/(—LEOSCAT_‘R_'IE.

por lo que es también llamada la media proporcional.
Resolucion. El teorema de la altura en un tridngulo rectdngulo nos dice que:

"La altura relativa a la hipotenusa es media proporcional entre las proyecciones
de los catetos sobre ella"; por tanto

\/a)'< (L+b
= 2

sin m4s que razonar sobre la semicircunferencia de didmetro a+b coincidente con
la hipotenusa del trigngulo rectdngulo inscrito en ella. Es claro que la igualdad
solo se puede dar cuando el tridngulo rectdngulo es isésceles, es decir, cuando
a=b.



47. La media geométrica en los tridngulos rectangulos. En un tridngulo
rectdngulo, la altura a la hipotenusa del tridngulo es la media geométrica
de las proyecciones de los dos catetos sobre la misma.

Resolucién. Llamaremos z e y a las longitudes de las respectivas proyec-
ciones de los catetos C' y ¢ sobre la hipotenusa; y sea h la altura desde el vértice
del dngulo recto a la hipotenusa. Entonces, por un lado

C? = 22 + h?
A =y?+n?
y por otro, (z + y)2 = C? + ¢%. Por tanto,
z2 + 2xy + y* = 22+ h+yP+n?

= 2oy =2h°
= h=zy.

48. La media armoénica. Si r > 0 es la longitud del radio de la circunfer-
encia inscrita en un tridngulo de lados a, b y c, entonces sus alturas hq,
hy y he satisfacen:

|
r=—
i 1 I
o hy + Bz

ha

es decir, 3r es la razon armdnica de las alturas.

Resolucion. El perimetro a + b + ¢ del tridgulo de lados a, by ¢ y su drca S
estan relacionados por S = (a + b+ ¢)r/2, y bien sabemos:

ah,  bhy  ch,

Cinle piak sl
Por tanto:
1 1 n 1 _ o a " b 4 c
he  hy, he 28 28 2§
_a+b+c  atb+c
B 2S5  (a+b+o)r
el
S

49. Una vez mds, la media arménica. En una competicion de carrera de
relevos 4 x 100, sabemos de cada uno de los cuatro corredores alcanzd una
velocidad media de

10, 16m/s; 10, 35m/s; 10,40m/s; 10,52m/s.
4 Cudl fue la velocidad media desarrollada por el testigo que se fueron en-

tregando los corredores?
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Resolucion. Los componentes del equipo son los corredores A, B, C'y D;
por V4, Vg, Vo v Vp, denotaremos a sus respectivas velocidades y por T4, T's,
Te y Tp, sus tiempos. Tendremos que

1000 =VyxTy+VpxTp+VexTec+Vp xTp.

Si queremos calcular la velocidad media V' durante el tiempo T' transcurrido en
la carrera, escribiremos:
400 400 400

= - 7. — 100 , 100 , 100 , 100
T Th+Tp+Tc+Tp Va V_”+T(;+ﬁ
4

V:

1 o, 1 1 ., 17
27U ol vt il 7

es decir, resulta que la velocidad media del equipo es la media arménica de las
velocidades individuales.

50. La media cuadrética. FEstudiemos la velocidad en caida libre de un
objeto. Sabemos por la Fisica que si desde una torre de altura h dejamos
caer un objeto, la velocidad del mismo al llegar al suelo estard dada por la
férmula

v = \/2gh.

s Cudl es la velocidad del objeto a mitad de su recorrido? ;Y cuando ha
recorrido un cuarto?3Y a tres cuartos?

Resolucion. De la férmula dada, v? = 2gh, se deduce que la velocidad v es
proporcional a la rafz del espacio h. Observamos que ello nos dice, por ejemplo,
que para duplicar la velocidad habrd que cuadruplicar la altura. La velocidad
inicial vy es cero, evidentemente, pues parte del reposo. La velocidad media v
sabemos, igualmente, que es

V= \/gh,

es decir:

— 2 2 )2
7 \/97: 0—{—;9/1, i vn—;—?, .

o sea, la media cuadrética de las velocidades inicial y final. Observamos que las
velocidades por las que se nos preguntan son:

h 0+2gh —
og 2 =,/ 282 _
g('z) V> !

k 0+gh [W§+v3,
3h [gh + 2gh / '”f/g +v®

de modo que se revela la velocidad media como una media cuadritica.

Vij2 =

no

V3/4 =
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