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Desigualdades
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1 Introduccion a las desigualdades

Los nimeros reales cumplen la propiedad de seguir un orden, la cual se denota por los simbolos < y >, los
cuales se leen como "menor que” y "mayor que”, respectivamente. Denotaremos a R como el conjunto de
todos los ntiimeros reales y diremos que z € R cuando x sea un ntimero real y en particular escribiremos
x > 0 cuando x sea un real positivo.

Los ntimeros reales satisfacen las siguientes 3 propiedades fundamentales:

Propiedad 1. Para x un ntimero real, x satisface una y sélo una de las siguientes caracteristicas:
(a) x > 0.
(b) —x > 0.
(¢) = =0.

Propiedad 2. Six >0y y > 0, entonces x +y > 0.
Propiedad 3. Six >0y y > 0, entonces xy > 0.

A partir de estas 3 propiedades se pueden empezar a demostrar y utilizar ciertas operaciones en el con-
texto de desigualdades como en la primera proposicion. De hecho, ya podemos definir cuando un ntmero
es menor que otro mediante la relacién < (respectivamente con >), cuando a < b diremos que a es menor
que b, si se cumple que b —a > 0.

Mas adelante, incluiremos a los simbolos <y > los cuales se leen como "menor o igual” y "mayor o igual”,
respectivamente y diremos que a < b si alguna de dos situaciones se satisface, si a < b o si a = b, analoga-
mente sucedera con a > b. Bajo esta notacion, diremos que un ntimero real x es no negativo cuando x > 0
y en ocasiones se dice que z es no positivo si x < 0.

Proposicion 1.1. Para a,b,c y d numeros reales, todas las siguientes afirmaciones se cumplen:
(a) Sia<byb<c, entonces a < c.
(b) Sia<byc esnimero real cualquiera, entonces a + ¢ < b+ c.
(c) Sta<byc>0, entonces ac < bc.
(d) Sia<0yb<0, entonces ab > 0.
(e) Sia<0yb>0, entonces ab < 0.

(f) Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
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(9) Sia <b, entonces —a > —b.

(h) Sia >0, entonces + >0, pero si a < 0, entonces + < 0.
a a

(i) Sia>0yb>0, entonces § > 0.

(j) Si0<a<by0<c<d, entonces ac < bd.

(k) Sia>1, entonces a®> > a, pero si 0 < a < 1, entonces a® < a.

(1) Para 0 < a y 0 < b, si sucede que a* < b*, entonces a < b.

(m) Para b >0, se cumple que § > 1 si y sélo sia>b

Demostraciéon de Proposicién 1.1 : Para esta demostracién en ocasiones usaremos el simbolo <=
el cudl se lee como ”si y sélo si” y hace referencia cuando una afirmacién es equivalente a la otra.

Yaquea <b < 0<b—ayb<c <= 0 < c—0, por la propiedad 2 sabemos que
0<(b—a)+(c=b) <= 0<c—a < a<c.

Notemos que a < b <= 0<b—a <= 0<(b+c¢)—(a+c) < a+c<b+cy se concluye el
resultado.

Nuevamente sabemos que a < b <= 0 < b — a y asi como ¢ > 0, de la propiedad 3 se sigue que
0<(b—a)c <= 0<bc—ac < ac < bc.

Notemos que a < 0 implica que 0 < 0 —a <= 0 < —a, por lo tanto, del numeral anterior se tiene
que —ab <0 <= 0<0—(—ab) < 0 <ab.

Del inciso (d), se obtiene el resultado.

Puestoque a <b < 0<b—ayc<d <= 0<d— c, entonces de la propiedad 2 se sigue que
0<(b—a)+(d—c) <= 0<(b+d)—(a+c) < a+c<b+d.

Ya que a <b <= 0 <b— a, del inciso (b) sabemos que —b < (b —a) + (—b) <= —b < —a.

Primero supongamos que a > 0. Puesto que a % =1 > 0, entonces necesariamente, por la propiedad
3 se debe cumplir que é > 0, pues si % < 0, por el inciso (e) se obtiene una contradiccién. El caso
a < 0 es completamente analogo y % < 0.

Del inciso anterior, sabemos que % > 0, luego por la propiedad 3, se concluye que ¢ > 0.

Por el inciso (d) se tiene que ac < bc y be < bd, pues ambos ¢ y b son positivos, y asi por el inciso
(a) se concluye que ac < bd.

Sia > 1, como 1 > 0, entonces a > 0 y asi por el inciso (c) se sigue que a® > a. Para el caso de
0 < a < 1, se tiene de inmediato por el inciso (c¢) que a* < a.

Puesto que a®> < b* <= 0 < b —a®> <= 0 < (b+a)(b— a), entonces debido a que a y b son
positivos, entonces de la propiedad 2, b+ a > 0 y asi b%a > 0 por el inciso (h), de donde al usar la
propiedad 3 junto a lo anterior se obtiene que 0 < b —a <= a < b como se queria demostrar.

Supongamos primero que ¢ > 1. Por el inciso (¢), como b es positivo, tenemos que a > by

b
terminamos. Si ahora suponemos que a > b, como b > 0, del inciso (h), % > 0, por lo tanto,

del inciso (c) se obtiene § > 1.



Definicién 1.2. Definimos al valor absoluto de un nimero real x, denotado por |x| como

z, stx >0
|z = .
-z, six<0

Ejemplo 1.3. Cuando tomamos a los numeros 12, —34,—0.2,0,—934 y 0.65, al tomar su valor absoluto
se observa que

12| = 12 | — 34| = 34 |- 0.2 = 0.2
0] =0 | — 934 = 934 10.65] = 0.65

Proposicion 1.4. Para cualesquiera numeros reales x y y, se cumple lo siguiente:

(a)

|z| > 0 y se da la igualdad solamente cuando x = 0.

(b) | == = |x|.
(¢) Jaf* = 2*.
(d) |ry| = || ly|.

(e) Siy >0, entonces || <y <— —y<z<y.

Demostracion de Proposicion 1.4 :

(a)

Si x > 0, no hay nada que probar, si x < 0 esto implica que 0 < 0 —z <= 0 < —x, por lo tanto
como |z| = —x se sigue el resultado. Afirmamos que la igualdad se da tnicamente en el caso de
x = 0, ya demostramos que z < 0 implica |x| > 0 entonces si x > 0, por definicién, se tiene que
|z| = 2 > 0 de donde no se da la igualdad, mientras que |0| = 0 por definicién del valor absoluto.

Se sigue de la definicion.

De la definicidén, si > 0, entonces |x| = z y es claro que |z|*> = 2. El caso de z < 0 se tiene que
|z| = —z, y se observa que |z|? = (—z)? = (—1)2z* = 2% de donde se concluye el resultado.

Se deja como tarea moral para el lector.

Para este numeral habra que probar las dos direcciones de la implicacién. Supongamos primero que
|z| <y y dividamos la prueba en dos casos. Si x > 0, por definicién se obtiene que x < y, y mds
aun —y < 0 < z, y se cumple la desigualdad que buscamos. En caso contrario, si x < 0, es claro que
x < 0 <y, luego por definicién del valor absoluto, |x| = —z < y, de donde x > —y y en ambos casos
se cumplen las desigualdades deseadas.

Veamos ahora que si —y < x < y, entonces se satisface que |z| < y. Nuevamente procediendo por
casos se tiene que si x > 0, entonces |x| = < y y directamente se cumple la desigualdad. Si z < 0,
entonces |x| = —z, y en particular, como —y < x, entonces y > —x de donde |z| < y en ambos casos
y concluimos la prueba.

Notemos que de lo anterior se tiene ahora que para cualquier niimero real x se cumple que 22 > 0 y se
cumple la igualdad solo cuando x = 0. Mas ain, del mismo numeral se observa que al considerar la raiz
de un cuadrado se tiene que V22 = |z| lo cual implica que la raiz cuadrada de un real siempre es positivo.



Teorema 1.5. (Desigualdad del Triangulo) Para x yy nimeros reales cualesquiera, siempre se cumple
o+ yl < 2|+ Jyl,

y la igualdad se da cuando xy > 0.

Demostracion de Teorema 1.5 : De la Proposicién 1.4, sabemos que se satisfacen las siguientes
igualdades
e+ y* = (2 +y) =2 + 20y + ¢ = 2 + 22y + [y]?

Por otro lado,
(2] + [y = |2 + 2J] [y + |y[* = |2* + 2|lay| + |y[*.

De esta forma, por el inciso (a) de la Proposicién 1.4, se tiene que |zy| > xy y la igualdad se da solo si
xy > 0 por definicién del valor absoluto, por lo tanto,

2 +yl* < (Jz| + |y])*

Luego como ambos lados de la desigualdad son positivos, por el inciso (1) de la Proposicién 1.1, se sigue
que |z +y| < |z| + |y| como queriamos.

|

La desigualdad del tridngulo tiene de hecho una versiéon extendida, la cual dice que para xy,xs,..., T,
nimeros reales, siempre se satisface

|21 + 22+ oo x| <]+ @] + o 2]

Donde nuevamente se tiene la igualdad cuando cada z1, x», ..., ¥, tienen el mismo signo y la demostracién
de esta identidad es muy similar o bien se puede hacer usando induccion. Incluso de manera mas general,
otra versiéon de la desigualdad del triangulo que en ocasiones se suele usar viene dada por

|1 £ o+ .o ay| < o] + |za] + .+ |0l
Ejemplo 1.6. Para a y b nimeros reales cualesquiera, se cumple que ||la] — |b]| < |a — b].

Para ello veamos que al escribir a = a—b+b, por la desigualdad del tridngulo se cumple que |a| < |a—0b|+|b|
o equivalentemente, |a|—|b| < |a—b|. De manera analoga, como b = b—a+a se cumple que |b|—|a| < |b—al,
por lo cual, se sigue que |a| — |b| > —|a—b| (notesé que utilizamos que |a —b| = |b—al). Entonces tenemos

—Ja—b] < la] - [b] < |a - B].

Por lo tanto, del inciso (e) de la Proposicion 1.4 se concluye que ||a| — [b|| < |a — b].



2 Desigualdad MA-MG

Una desigualdad fundamental para niimeros reales no negativos es la desigualdad entre la media aritmética
y la media geométrica, usualmente conocida como la desigualdad MA-MG la cual esta dada por

a;bz\/@

a+b

Donde el nimero %~ es la media aritmética y vab es la media geométrica.

Teorema 2.1. (MA-MG.) Sean a y b nimeros reales no negativos cualesquiera, la desigualdad MA-MG
siempre se satisface,

a—z’—bz\/%’

y la igualdad se satisface si y solo si a = b.

Demostracion de Teorema 2.1 : Para a y b reales no negativos, por la Proposicién 1.4, sabemos que
(va — vb)? > 0, es decir, a + b > 2v/ab, luego,

a+b>\/@

5 =

Notese que la igualdad solo se da cuando y/a = Vb, lo cual es equivalente a pedir que a = b.
|

Nota 2.2. FEs importante recordar que la desigualdad MA-MG solo es vdlida para nimeros no negativos,
pues si a o b fuesen negativos, no necesariamente se cumple la desigualdad. De hecho, si ab fuese negativo
en la desigualdad se tendria a Vab, la cual no esta definida como un nimero real y necesitamos que a y b
tengan el mismo signo, particularmente positivos.

Ejemplo 2.3. Para ver que la desigualdad no necesariamente se cumple para nimeros negativos, consid-
eremos a a = —1 y b= —1, y observemos que

=D+ (=1

=1z 1= ()

Pero claramente 1 > —1 y lo anterior es absurdo.
Se puede incluso demostrar un analogo a la desigualdad MA-MG pero para niimeros no positivos, pero de

igual manera como en se menciond, no existe una versién de MA-MG que combine a los reales positivos y
negativos debido a la raiz cuadrada.

Ejemplo 2.4. Demuestra que para a y b nimeros no positivos, se cumple el converso de la desigualdad

MA-MG, es decir,

a;ng/@

Si a y b son negativos, entonces —a y —b son positivos y por MA-MG se cumple que

Vi e < Vi




Pero como la raiz cuadrada es positiva, entonces —vab < 0 < vab, de donde se concluye la desigualdad
deseada.

En esta version de la desigualdad MA-MG, se observa que a diferencia de la original, la igualdad solo se
da cuando a = b= 0.

Similarmente a la desigualdad del tridangulo, la desigualdad MA-MG se puede generalizar para mas de 2
numeros de la siguiente manera.

Teorema 2.5. (MA-MG generalizado.) Para reales no negativos ay, as, ..., a,, se satisface la siguiente

destgualdad
a1+a2+...+an

> Yaras...a,,.
n

Donde se satisface la igualdad si y solo si a; = ag = ... = ay.

Una demostracion de esta desigualdad se puede realizar usando la version de Cauchy del principio de
induccién matemaética.

Ejemplo 2.6. Supongamos que los numeros xy,Ts, ..., x, son reales positivos. Demuestra que
1 1 1 9
(x14+ 22+ +z) | —+—+ ...+ — | >n"
I T2 Tn
Por MA-MG, se cumple que
1+ T2+ ... +x,

> Yx1To... Ty
n

Luego, al considerar los reciprocos de cada x;, se tiene que por MA-MG se cumple que

pei i S 1
~ >

n

n — V rizg..1,

Puesto que en ambas desigualdades se tienen a numeros positivos, entonces al multiplicarlas, se sigue que

1 1 1 1 T129... 0y,
(x14+ 20+ 4x) | —+—+ ..+ — 2> {—=1
I T2 Tn n T1T9...Tp

De donde se concluye la desigualdad deseada.

Ejemplo 2.7. Encuentra el valor mdzimo de x(1 — 23) para 0 <z < 1.

Puesto que se busca mazimizar el producto, queremos usar la desigualdad MA-MG de tal forma que al
sumar los términos que usemos, nos de una constante. Notemos que esta idea tiene sentido por que x > 0
y cuando v < 1, entonces 1 —x3 > 0 y podemos usar MA-MG sin preocuparnos de tener nimeros negativos.
Intuitivamente, queremos que de alguna manera el término —x® se cancele cuando hagamos la suma, para
ello en lugar de considerar a x podemos tomar a x3, pero esto puede causar problemas en la parte del
producto y tendriamos que considerar a (1 — 23)3, es decir, a 3 copias de (1 — x®), por lo tanto, podemos
considerar la desigualdad

3 _ .3 _ .3 _ .3
3e° + (1 —2°)+ (1 —2°) 4+ (1 x)243x3(1_x3>3<:>§>43x3(1—$3)3

4 4~
Luego, 3x3(1 —2?)? < (%)4 y al simplificar, llegamos a que (1 — %) < ﬁl' De este modo concluimos dos

cosas, lo primero es que el valor mdzimo de x(1 — %) debe de ser ﬁi y lo sequndo es que dicha igualdad

se da cuando 3z3 =1 — 23, es decir, cuando x = %4, de donde se concluye el problema.

A



Teorema 2.8. (Desigualdad con la media armdnica.) Para nimeros reales positivos xy, s, ..., Tp

se cumple que

Yx1X9...23 >

1 1 1
o T T T

Demostracion de Teorema 2.8 : Cuando usamos MA-MG con los niimeros positivos il 1

tiene que

z ’3}'2’“

Z1 2 In
n
Luego, al simplificar, se sigue que
T >
P = TR T

Como se queria demostrar.

1

=, S€e

Tn

El combinar este ultimo Teorema y la desigualdad MA-MG, se le conoce como la desigualdad MA-MG-
MH (media aritmética, media geométrica y media armdnica) la cula se satisface para ntiimeros positivos y

nuevamente se da la igualdad cuando x1 = 2o = ... = x,,.



3 Ejercicios

La siguiente lista de ejercicios propuestos no estan ordenados en ningun orden particular en cuanto a su
dificultad.

Ejercicio 3.1. Supongamos que a +b+c =1 y que a,b,c son positivos. Muestra que

Va+be+Vb+ca+Ve+ab<2.
Ejercicio 3.2. Demuestra que para nimeros reales cualesquiera a,b y c, se cumple que
la| + 6] + |¢| = la+b] — |b+¢| — |c+a|+ |a+b+c| > 0.
Ejercicio 3.3. Prueba que para cualesquiera reales a y b se satisface la desigualdad

a+bl ol ol
I14+la+b] — 1+4+|al 1+]0

Ejercicio 3.4. Para x,y, z reales cualesquiera, demuestra que
|+ yl + 2| < |z +y—z2[+|z—y+z|+|—z+y+z
Ejercicio 3.5. Para niumeros reales x y vy, demuestra que
(a) 2>+ 2y +y> > 0.
(b) Six yy son ademds positivos, entonces x* — xy + y* > 0.

Ejercicio 3.6. De entre todos los rectdngulos con perimetro fijo. ;Cudl es el que tiene mds drea?

Ejercicio 3.7. Sean a y b numeros reales tales que 0 < a < b < 1, entonces demuestra que
ba
1—ab~ 7’
¢ +
1+b6 1+
0<ab®—a*h<

0<

S

0<

>~ = Q
IN
-

Ejercicio 3.8. Para cualesquiera nimeros reales a,b,x y y tales que a > b y x > y, demuestra que se
cumple que ax + by > ay + bx.

Ejercicio 3.9. Para a,b reales no negativos tales que a + b = 1. Demuestra que

1<a3+b3
2 T at+0b2

Ejercicio 3.10. Demuestra que para x 1y y reales cualesquiera se satisface x* + y* + 8 > Sxy.

Ejercicio 3.11. Supongamos que a,b,c > 0 son nimeros reales que satisfacen (1 + a)(1+4b)(1+¢) = 8.
Prueba que abc < 1.



Ejercicio 3.12. Sean a,b, ¢, d nimeros reales tales que a + d = b+ ¢, prueba que sa satisface la siguiente
desiqualdad,
(a=b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) > 0.

Ejercicio 3.13. Prueba que para x y y niumeros reales positivos, se cumple que

\/§+\/§2\/5+\/§-

Ejercicio 3.14. Para x y y reales positivos, demuestra las siquientes desigualdades

1 1 4
—+->
x Y Tr+y
Tilso

Yy xr

T+ —>2

X

Ejercicio 3.15. Para nimeros reales no negativos a,b,c y d, demuestra que § + g + <+ g > 4.

Ejercicio 3.16. Para a > 1, prueba que

n+1 n—1
a”—1>n<a2—a2).
Ejercicio 3.17. Si a,b, c son reales positivos tales que abc = 1, entonces muestra que

1+ab 1+bc 1+ac>
1+a 1+0b 1+c¢c —

Ejercicio 3.18. Si a,b,c > 0, muestra que
(@b + b*c+ a)(ab® + bc® + ca®) > 9a*b*c?.
Ejercicio 3.19. Sean x,y, z numeros reales positivos, demuestra que
zt + y4 + 22> \/éxyz.
Ejercicio 3.20. Supongamos que a,b,c son nimeros positivos tales que abc = 1. Prueba que

a b c 3
@+ )0+ O+ DerD)  crDatD =

Ejercicio 3.21. Demuestra que para a, b, c reales positivos, se cumple que

9 1 1 1 1 1 1
<2 + + < -+ 4=
at+b+c a+b b+c c+a a b ¢

Ejercicio 3.22. Sean a, b, ¢ reales positivos tales que a + b+ ¢ = 1. Demuestra que

(o) (1)

Ejercicio 3.23. (Desigualdad de Nesbitt.) Para nimeros reales positivos a, b, c, se cumple que

a . b L c 3
b+a a+c a+b 2

Hint: Utiliza MA-MH.



Ejercicio 3.24. Las diagonales del cuadrildtero convero ABCD se intersectan en el punto O de tal manera
que las dreas de los tridngulos AOB y COD son 4 y 9, respectivamente. ;Cudl es el minimo valor del drea
del cuadrildtero?

Ejercicio 3.25. Para nimeros reales positivos a,b y ¢, demuestra que

1 1 1
<a—1—|——) (b—l—I——) (c—1+—) <1.
b c a
m-+2n

Ejercicio 3.26. Para n y m nimeros enteros positivos. Demuestra que ™ < V2 si y solo si V2 < el

Ejercicio 3.27. Si a,b, ¢ son reales positivos. Demuestra que las desigualdades a(1 —b) > 1, b(1 —c¢) >

ye(l—a)> %1 no se pueden cumplir todas al mismo tiempo.

e L

Ejercicio 3.28. Encuentra todos los valores de x que satisfacen la desigualdad

Ax?

(1 —+1+2x)

Ejercicio 3.29. Sean z,y, z numeros positivos, muestra que

5 < 2x + 9.

2ab 2bc 2ca
+ +
a+b b+c cHa

<a+b+e

Ejercicio 3.30. Supongamos que x,y, z son numeros reales positivos tales que v + vy + z = 1. Prueba que

G- () )

10
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