Ecuaciones funcionales

1.1. Trucos comunes de ecuaciones funcionales en algebra.
- Sustituir valores especificos en la funcion, como 0, 1, valores simples.
- Sustituir z por f(x).

- Demostrar que la funcién es inyectiva o suprayectiva. Es mas facil demostrar que una
funcién es suprayectiva cuando hay una variable en la ecuaciéon funcional que esté fuera

de f. Por ejemplo, en la ecuacion f(x)y + f(z +y) = f(x+1)f(y+ 1) — 1, hay una y
fuera del f.

- Definir una funcién en términos de otra. Por ejemplo, si sospechan que una ecuaciéon
funcional tiene como solucion f(z) = x — 1, pueden definir g(z) = f(x) + 1 y tratar de
demostrar que g(z) = x.

- Si se tiene f(z) + f(y) = f(zx+y) y f(z)f(y) = f(zy) siempre, entonces es conocido
que f(z) = z es la tnica solucién.

- A veces, cuando la funcién esta definida sobre los racionales, enteros o enteros positivos,
utilizar induccién puede ser una buena idea (En el caso de los enteros positivos, induccién
normal. En el caso, por ejemplo de enteros, podria hacerse induccién hacia ambos lados).

- Desigualdades. Por ejemplo, mostrar f(z) >y £(z) < .
1.2. Trucos para ecuaciones funcionales en teoria de niimeros.

- Encontrar divisores muy grandes de expresiones. Esto significard que la expresién es
igual a 0. Por ejemplo, si f(n)—n es entero y tiene infinitos divisores, entonces f(n) = n.

- Buscar f(n) cuando n es primo, o una potencia de algtn primo.
- Encontrar un divisor comiin de f.
2. Problemas

Iniciamos con unos problemas faciles. Uno de ellos (de los faciles) se resuelve usando dos
trucos que no mencioné en la seccién anterior. Hay un gran salto de dificultad entre los

problemas 7 y 8. Si resuelves el 8, lo méas probable es que ya tengan nivel plata o bronce
alto IMO.

N 1. Encuentra todas las funciones f : R — R, tales que

f@)f(y) = flzy) +z+y

1 4
|y e

para cualesquiera z,y € R. %7l = g )iyyt) - -
1



N

A\

2. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que para cada x,y € R, se tiene

yf(z+y) =yf(z)+ 2z +y)f(y)

3. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que f(z+ f(y)) = f(x+zy)+yf(1—x)

4. Sea Z~q el conjunto de los enteros positivos. Encuentra todas las funciones f : Zso —
Z~q tales que
- m? + f(n) | mf(m)+n

para cualesquiere enteros positivos m y n.

5. Sea N el conjunto de los enteros positivos. Encuentra todas las funciones f: N — N
tales que

fm—=n+f(n) = f(m)+ f(n)

para cualesquiera m,n € N.

6. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que para cada x,y € R le siguiente
igualdad se cumple

f(lz]y) = f(z) | f(y)]

donde |a] es el méximo entero que no excede a.

7. Encuentra todas las funciones f : Z — 7 tales que, para cualesquiera enteros a, b, c
que satisfagan a + b4 ¢ = 0, la siguiente ecuacion es cierta:

F(@) + F(B)2 + F(0)? = 2f(a)f(B) + 20 (B) £ (c) + 2£(c) f(a).

(Aqui Z denota el conjunto de los enteros.)

8. Denotamos por N el conjunto de los enteros positivos. Encuentra todas las funciones
f N — N tales que para cualesquiera enteros positivos m y n, el entero f(m)+ f(n)—mn
es distinto de 0 y divide a mf(m) + nf(n).



