Induccion

Entrenamiento #10 para 3? etapa
14-20 de mayo de 2016

Por: Favela ft. Luld

Resumen

La induccién es uno de los métodos de demostracién mds utilizados, y por lo general funciona para cuando
quieres demostrar una férmula o una proposicién para nimeros, sucesiones, o cuando quieras demostrar algo
“para toda n”. Incluso veremos ejemplos en otras dreas como geometria. Esta semana aprenderemos a utilizar
induccién, para que no tengan excusa de no saber utilizarla.

1. Una analogia con dominds

La induccién matematica funciona como si tuvieran una fila de dominds parados en una superficie, y quisieras
tumbar el primero, y que se tumben todos. La idea central de la induccién es: Tumbo el primer dominé manual-
mente, y reviso que si se tumba el dominé n, siempre se cae el que sigue (el n+ 1). Por lo tanto, si tumbo el
primero, el primero tumba al segundo, y el segundo al tercero, y asi sucesivamente se tumban todos, y todos
somos felices.

2. Presentando a la Induccion Matematica

La induccién matemadtica es un método de demostracién muy formal, y para que un problema hecho con induccién
esté completo tiene que forzosamente tener estas tres componentes:

= Base Inductiva: Es donde intentamos el primer caso (tiene que ser el primero, para poder asegurar que se
tumban todos los casos). Por lo general se utiliza n = 1.

= Hipétesis de induccién: Aqui suponemos que lo que queremos demostrar es cierto. n = n (Simplemente
es volver a decir eso, y creer que funciona)

= Paso Inductivo: Aqui revisamos el caso siguiente al de la hipédtesis, el caso n = n+ 1. Y tratamos de
verificar que lleguemos a algo cierto utilizando la base inductiva o la hipétesis de induccién.

Una vez que tengamos esos tres pasos, habremos terminado con la induccién y demostrado lo que queriamos.
Entonces, revisamos el primer caso, y supusimos que habia un caso n por ahi en medio que cumplia, luego
revisamos que el caso siguiente también cumple, si cumple el anterior. Entonces, si el primero cumple, cumplen
todos. jWoohoo!

Ejemplo 1.

Demuestra que el producto de dos niimeros enteros positivos consecutivos siempre es par.

Solucidn.
Comencemos con la Base Inductiva, que es nuestro primer caso:

Bl : (1)(2) =2

Una vez viendo que nuestra base inductiva cumple con lo que queremos proponer, pasamos a la Hipétesis de

Induccion, que es la proposicién para n:
Hl :(n)(n+1) =2k
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Y la suponemos como cierta, para ir al Paso Inductivo, donde queremos demostrar lo siguiente:
Pl:(n+1)(n+2)=2q
Vamos a desarrollar el paso inductivo:
"’ +n+2n+2=2q

Pero ya sabemos, por la Hipétesis de induccién, que n?> + n = 2k, entonces vamos a sustituir eso en lo que ya
tenemos:
2k+2n+2=2q

Y entonces concluimos que: si el caso n nos da par, el caso siguiente (n + 1) siempre nos da par. Entonces el
primer caso nos da el segundo, y el segundo el tercero, y asi sucesivamente se tumban todos los casos. m

3. Agregados culturales

1. Contrario a lo que mucha gente piensa, se escribe dominds y no dominoes cuando se refiere al plural de la
palabra dominé.

2. Los métodos de demostracidon que mds utilizamos son: Demostracién directa, contradiccién, contrapositiva,
induccidn.

3. Si intentas demostrar lo que dice un problema en un examen con induccién (que esa sea toda tu solucidn),
y no tienes los tres pasos completos tendras O puntos. Asi que te recomiendo que te acostumbres a usarlos
y escribirlos.

4. Habia una olimpica en Baja California que la mayoria de sus problemas los intentaba con induccién. Era su
tema favorito.

5. Lamentablemente, esta es otra lista que no tiene un apartado de “Problemas Jarcors” como tal.

6. Se ha comprobado que las vacas son capaces de demostrar emociones, e incluso aumenta su ritmo cardiaco
cuando se les desafia a abrir una puerta para conseguir comida. Algunas brincan de la emocién al lograrlo
(como td cuando resuelves ese problema que tenias pendiente).
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4. Lista de problemas

4.1. Basicos

Demuestra las siguientes proposiciones para todos los enteros positivos n:
1.142+3+--+n= w (Sumatoria de Gauss)
2.143+5+---+(2n—1)=n?

3. 12 + 22 + 32 et n2 — (”)(”4’16)(2’74‘1)
2
4. 13428 4+33 ... 4= (M) (Teorema de Nicdmaco)

1 1 1 1 _ _n
Sstastat tapm =

6. 14r+rP 4 prl=r
7. 6[n® +5n

8. 3[m—n+3

9. 4l5" — 1

10. 11]23" -1

11, x —y|x" —y"

12, 27 < 3"

13. (n+1)(n+2)...(2n) =2"-1-3-5...(2n — 1)

4.2. jFibonaccis!

Les presento a la famosa sucesidén de Fibonacci. Famosa aunque muy poca gente la entiende y sabe utilizarla,
aunque los que la conocemos a fondo, sabemos que estd en todas partes... si, en todas partes, en serio.

La sucesién de Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,13,21,...) se define por Fp =0, F1 =1, Fopo = Fo+ Foy1 V 0 > 0.
Utilizando estos nidmeros y la definicién de la sucesién, hay que demostrar lo siguiente. j Qué, pensaban que sélo
se las iba a presentar? jAl ataque!

1L At+F+ -+ F=Frp—1
2. R+ F3 4+ F; = FoFpa
3. R = (") + (") + () +

4, Fg—l + F3 = Fonq

5 Sia= % yB= % entonces F, = ©=5"

a=p
1 1\" (Fu1 Fn
10/ \F Fo.

o
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Tutifrutti de Induccion

1. Demuestra que n = 4,5,6, ... implica 2" < n!

2. Sea aj, ap, a3, ... una sucesién aritmética con diferencia d. Probar que para n > 2 se tiene que: a, =
a + (I’I — l)d
3. Sea a1, ap, as, ... una sucesion aritmética con diferencia d. Probar que paran> 2, lasuma S, =a; + a> +
-+ + a, de los primeros n términos de la sucesién se puede calcular asi:
n(ay + an)
Sn = —
4. Sea « un namero real tal que o + i € Z. Prueba que: " + % € Z para todo n € Z
5. Demuestra que para todo n € N (14 x)n > 14 nx si x > —1 (Desigualdad de Bernoulli)
6. Sea S un conjunto con n elementos. Demuestra que el conjunto de todos los subconjuntos de S tiene 2"
elementos.
7. Demuestra que para todo n € N:
n n n n
+ + +-+ =2"
8. Un saltamontes estd sentado en la primera casilla de una fila. Cada minuto brinca a la derecha con saltos
de uno o dos cuadritos. jDe cudntas maneras puede llegar a la n-ésima casilla?
9. Sea a, el nlimero de palabras de longitud n en el alfabeto {0, 1}, que no contiene a dos 1's a una distancia
2 de separacién. Encuentra a,.

10. "Las torres de Hanoi" es un rompecabezas con 3 clavos y 7 aros todos de diferentes tamafios. Inicialmente,
todos los aros estdn en el mismo clavo ordenados por tamafios (el mas chico arriba). El procedimiento es
quitar el aro de hasta arriba de algiin clavo y colocarlo en otro. No es permitido tener un aro mas grande
sobre uno mds chico. jEs posible llegar a tener todos los aros en otro clavo con este procedimiento? ;jCual
es el minimo nimero de operaciones necesarias para resolver el rompecabezas? Encuentra una férmula y
demuéstrala.

11. N rectas dividen al plano en diferentes secciones. Encuentra el nimero de secciones formadas si cualquier
par de rectas se intersecan y no hay tres que pasen por un mismo punto.

12. Prueba que la suma de dngulos internos de cualquier n-dgono es 180(n — 2).

13. Todas las carreteras de Sikinia son de un sentido. Cada par de ciudades esta conectada por exactamente
una carretera. Muestra que existe una ciudad puede ser accesada por cada una de las otras ciudades ya sea
de manera directa, o via a lo mds otra ciudad.

14. (Binomio de Newton) Sean a y b nimeros arbitrarios y sea n € N, entonces:

n n n n n
(a+b)n: an+ a"_1b1+~--+ an—rbr_"_._._i_ albn—1+ b"
0 1 r n—1 n

15. Prueba que todos los enteros positivos impares se pueden escribir en la forma ag+a;-2+a-2%4---+a,-2",
para algdn entero positivo ny cada a; = £1. (por ejemplo, 11 =1 -2+ 4+ 8).

16. Determina el maximo comtin divisor de todos los niimeros de la forma 16" 4+ 10n — 1, donde n € Z*
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17. Sea A, el conjunto con los elementos {1, 2,3, ..., n}. Para cada subconjunto no vacio de A,, es decir, con
al menos un elemento, se calcula el producto de sus elementos, y se obtiene su reciproco. Sea S, la suma
de todos estos reciprocos. Encuentra Sp;13.

18. Sean n=1999...9 y m = aaa ... a dos enteros positivos, cada uno con 2011 digitos, y con a > 4. Encuentra
la suma de los digitos de mn + 3.

19. Si ap = 1 Y, para n > 2, a,=n-+ (—1)”3,,,1, Lcuénto valen 41000, 92001, 93002, 34003?

20. Una sucesién {a,} de niimeros reales esta definida por ag = 1, a; = 2015, y para todo entero n > 1 como:

n—1 n—2
dn+1 = an — dn—1
n+1 n?2+n
Calcula el valor de: 3 5 R a R 5
1 2 3 4 2013 2014
ar as dg ds a2014 2015

21 142-243-2244-22+...4n- 2" =14 (n—1)2"
22. 12+42+72+...+(3n_2)2zw

23. Y g k-kl=(n+1)! -1

24. 2304[7%" — 48n — 1

25. (Pequeio Teorema de Fermat) Sea a un entero positivo y p un primo. Entonces
aP =a( mdd p)

26. Un ndmero formado por 37 digitos iguales es divisible por 3”.

27. S es un conjunto con n elementos. Prueba que la cantidad de subconjuntos de ese conjunto es 2".
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