1. Logica
1.1. Proposiciones

Definicién 1.1

Diremos que una proposicién es cualquier sentencia declarativa que es verdadera
o falsa, pero no ambas al mismo tiempo.

Ejemplo 1.2
= Paris es la capital de Canada.
= 22 =4

= Todo entero par mayor que 2 es la suma de dos niimeros primos

Un error comtn que se da en la introduccién de estos temas es la suposicién que
afirmaciones ambiguas son proposiciones, como por ejemplo: Las matemdticas son
divertidas, ya que para todos nosotros esta afirmacion es cierta, sin embargo todos
conocemos a alguien, a quien las matematicas no le parezcan divertidas. A continuacién
ejemplos de enunciados que no son proposiciones:

Ejemplo 1.3
» ;Cuando es el siguiente selectivo?

s X —y=zx+7r

Existen dos tipos de proposiciones:

s Simples: Proposicién

= Compuestas: Estructura y conectivos con proposiciones simples.

1.2. Conectivos légicos

En el lenguaje cotidiano utilizamos proposiciones compuestas, que consisten de dos o
mds proposiciones unidas por uno o mds conectivos légicos, siendo “y” (A), “0” (V), “no”
(=), “implica” (=) y “equivale” (++), los mds comunes. Por ejemplo, podemos combinar
3 proposiciones:

Ejemplo 2.1

Si los humanos son mortales y todos los mexicanos son humanos entonces todos los
mexicanos son mortales.

Identificamos las siguientes proposiciones:
= p: Todos los humanos son mortales.
= ¢ : Todos los mexicanos son humanos.

= 7 : Todos los mexicanos son mortales
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Simbélicamente podemos escribirlo como (p A ¢) — .

s CONJUNCION: Expresa que dos eventos son ciertos simultdneamente (serd ver-
dadera solamente en el caso en que ambas proposiciones lo sean).

Ejemplo 2.2 _

“Son las 4 PM y esta lloviendo”. Estd compuesta por las proposiciones:
e p: Son las 4 PM.
e ¢ : Esta lloviendo.

Se simboliza como p A q

Una observacién importante es que en el lenguaje mateméatico: pAq es lo mismo que
g A p. Esto no siempre es cierto en el lenguaje cotidiano. Por ejemplo: “José pateé el
tiro libre y la pelota entrd en la porteria”, no significa lo mismo que, “La pelota
entré en la porterfa y José pateo el tiro libre”.

Nota: En la frase: “Juan y Pedro son amigos”, el conectivo “y” no se estd utilizando

para unir dos proposiciones.

= DISYUNCION: Se utiliza cuando queremos expresar que el evento A es cierto,
o el evento B es cierto. Se simboliza como p V ¢, y es verdadera cuando al menos
una de las proposiciones componentes lo es. La proposicién compuesta seré falsa
Unicamente cuando ambas proposiciones son falsas.

Ejemplo 2.3
“Esta noche comeré pollo o vegetales”. Estd compuesta por las proposiciones:
e 7 : Esta noche comeré pollo.

e s: Esta noche comeré vegetales.

=« NEGACION: Surge de la necesidad de negar sentencias, expresando que una
proposicion es falsa. Dada una proposicién p, podemos formar la proposicién
compuesta “no p”, que se simboliza por “—p”, la cual es verdadera si p es falsa y
es falsa si p es verdadera.

Ejemplo 2.4

“Rosa no cenard”. Estd compuesto por la negacién de una proposicién. Sea
p =“Rosa cenard”, podemos reescribir la sentencia como “—p”.

Nota: ——p es equivalente a decir p, esto no siempre se cumple en nuestro lenguaje
cotidiano. Asf en frases como: “No me desagradé la pelicula”, no quiere decir que a
quien lo dijo, le haya agradado la pelicula.
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s CONDICIONAL: Se refiere a la nocién de implicacién. En matemdtica utilizamos

1.3.

expresiones como “p implica q”, que’se simboliza como p — ¢, donde p es llamado
antecedente y q, consecuente posee un valor de verdad “verdadero”, en los siguientes
casos:

e py q son ambas verdaderas.

e p y q son ambas falsas.

e p es falsa y q es verdadera.

Es decir, la expresiéon condicional es falsa tnicamente cuando el antecedente es
verdadero pero el consecuente es falso. La expresién puede leerse de las siguientes
formas:

e p implica q.
e Si p entonces q.

Nota: Algo falso puede llevarnos a cualquier parte, por ello no debemos de dar
por hecho nada, pues tomar como verdadero algo no significa que lo sea. Abraham
Lincoln, propuso en una ocasion la siguiente adivinanza: Si el rabo de un perro
se llamase pata, jcudntas patas tendria un perro? La respuesta de Lincoln fue:
“Cuatro, el llamar pata al rabo no significa que lo sea.”

BICONDICIONAL: Se refiere a la nocién de equivalencia. Se dice que dos

proposiciones p y q son (légicamente) equivalentes si cada una implica a la otra.

La proposicién bicondicional “p si y sélo si ” se simboliza por p < q.
prop psLy q porp < gq..

El bicondicional serd verdadero cuando p y q tengan el mismo valor de verdad. Y
se puede leer de las siguientes formas:

® e p es equivalente a q.

e p siy sélo siq.

Tablas de verdad:

Cuando una proposicién p es verdadera se representa por 1 y cuando es falsa por 0. La
siguiente tabla muestra los valores de verdad de las proposiciones compuestas para cada
uno de los diferentes conectivos.

1.4.

P p A ipiad | pvg i g p
olal o 0 1 1 1
TE S 1 1 0 L
e I 0 0 0
P2 S 1 1 1 0

Equivalencias légicas

Es posible comprobar por medio de tablas de verdad que dos expresiones p y g son
légicamente equivalentes al observar que se obtienen los mismos valores de verdad de las
proposiciones simples que las componen. Algunas de las equivalencias mds importantes
estan resumidas en la siguiente tabla:
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Nombre Equivalencia l6gica

Doble negacién S
(pVa) e (gVp)
(pAg) & (gAp)
(peq) & (g p)
[

[

Leyes conmutativas

Len it (Vg VrlepV(gVr)
eyes asoclativas
(pAgAr] < [pA(gAT)]
V(g A V
Leyes distributivas [pV(gan)]epva) AlVr)
[PA(gVrl < [(PAgQ YV (PAT)]
Vp) &
Leyes de idempotencia Gl
(pAp) & p
V
Leyes de identidad p )
(pAt) &
Vi
Leyes de dominacién vt
(pAhc)ec
Wiga t
Leyes de negacién (p i
(PA 'p)sc

—(pVg & (-pA-9)
-“(pAg & (-pV-9)
pVq) e 2 ("pA-gq)
pAg) & = (-pVrg)
p—q) & (g~ —p)

(
(
(
(p—q) & (-pVa)
(
(
(

Leyes de De Morgan

Contrarreciproca o contrapositiva

p—>q) e (pA-q)
pVaq) & (-p—q)
pAg) & - (p——q)

Implicacion

Las equivalencias de la tabla anterior nos permiten simplificar expresiones légicas o
encontrar otras expresiones que, aunque con mayor o menor complejidad tengan el mismo
significado. Se dice que estds expresiones son légicamente equivalentes. Para entender
mejor el concepto veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1

Demostrar la equivalencia légica:

(Vg V(pVvr)]e (Vg Vr

Solucidn.
(pVvq)V(pVr)e[(pVve VplVr ley asociativa
< [pV(gVp)Vr ley asociativa
& [pVpVelVvr ley conmutativa
< [(pVvp) Vgl Vr ley asociativa
& (Vo Vrvr ley de idempotencll
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1.5. Meétodos de demostracion

En matemadtica, un teorema es una proposicién para la cual es posible mostrar que
su valor de verdad es siempre cierto siempre y cuando se cumplan ciertas suposiciones
llamadas hipétesis. La demostracién de un teorema es un argumento légico valido cuyas
premisas son las hip6tesis del teorema y cuya conclusién es la conclusién del problema.
Las hipdétesis utilizadas pueden incluir axiomas o postulados (que son proposiciones que
se asumen verdaderas sin necesidad de demostracién dentro de un cuerpo de conocimiento
especifico), las premisas del argumento o los resultados de otros teoremas.

Si existe tan solo una instancia para la cual las hipétesis son verdaderas pero la
conclusién es falsa, entonces el teorema es incorrecto. Dicha instancia es llamada un
contraejemplo del teorema.

1.5.1. Demostracién directa

Las primeras técnicas que estudiaremos son usadas para demostrar teoremas cuyas
conclusiones tienen la forma P — ). Es decir, cuando un teorema tiene la forma légica
siguiente:

H,y
H,

il
P—-Q

donde Hi, Hs,... H, son todas hipétesis del problema a demostrar. Recuerde que
demostrar que un argumento como este es valido es equivalente a demostrar que

Hl/\Hg/\"‘/\Hn—)(P—)Q)

es una tautologia. Ya que s6lo nos interesa demostrar que un teorema especifico se cumple
cuando sus hipétesis son verdaderas. Asi mismo, sabemos que la implicacién P — Q
serd verdadera si P es falsa sin importar que valor de verdad tome Q. Por lo tanto, s6io es
necesario analizar cuando P es verdadera, ya que en ese caso es necesario que () también
es verdadera para que P — () sea verdadera. En otras palabras, para demostrar este tipo
de conclusion es suficiente asumir que P es verdadera y demostrar que @ también sea
verdadera para que tod& la implicacién sea verdadera.

Note que asumir que P es verdadera es equivalente a agregar a P a la lista de hipdtesis,
Es por esto que probar que @@ debe cumplirse significa tratar ¢ como la conclusién del
teorema, olvidandose de la conclusién original.

Ejemplo 5.1

Suponga que a y b son niimeros naturales. Demuestre que si ambos son niimeros
pares, entonces a + b es un nimero par.

Solucion. La hipétesis del problema son que a y b son niimeros naturales. La conclusién
tiene la forma P — @, donde P es la proposicién compuesta “a y b son nimeros pares”,
v Q “a + b es también un nimero par”.

Hipdtesis Conclusidn
a y b son naturales (a par y b par) = (a + b par)
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De acuerdo a nuestra técnica de demostracién, debemos asumir que a y b son pares e
intentar utilizar dicha suposicién para demostrar que a + b es par. En otras palabras,
agregamos P a nuestra lista de hipdtesis y cambiamos la conclusién original por a + b es
par, obtenemos:

Hipotesis Conclusion
a y b son naturales
a v b son pares

a + b par

Solo nos queda escribir la prueba formalmente. Asumimos que a y b son ntimeros pares,
por lo que a = 2m y b = 2n con m,n € N. De aqui que a + b = 2m + 2n = 2(m + n), si
g =m+n (lo cual estamos seguros que es ntimero natural, pues los nimeros naturales
son cerrados bajo la suma), se tiene que: a + b = 2¢, i.e. a + b es par. o

1.5.2. Demostracion por casos

Es comiin que durante la demostracién de un teorema lleguemos a un punto donde
sea natural que el argumento sea dividido en un nimero finito de casos. Dentro de esto
podemos mencionar dos propiedades:

= Los casos a considerar tienen que ser exhaustivos, es decir que todas las instancias
del problema cumplen con al menos uno de los casos, en otras palabras, todas las
posibilidades son cubiertas por los casos listados.

m Los casos son mutuamente excluyentes: Todas las instancias del problema son
cubiertas por a lo sumo uno de los casos.

Ejemplo 5.2

Demuestre que para todo n € N, n* — n? es divisible por tres.

Solucion. Primero tenemos que identificar los datos que tenemos, como nos estd pidiendo
que n* — n? sea divisible por 3, tiene que ser de la forma n* — n? = 3k para algtin k € Z.
Lo tnico que tenemos como hipétesis es que n € N, en estos casos donde no haya de
donde partir, es conveniente seguir una prueba por casos.

Una opcién serfa analizar cuando n es par y cuando n es impar, y entonces se tendria:
4 2 4 2 4 2
Dol o= 202 18 = 25 ,

lo cual, desafortunadamente, no nos ayuda para concluir que es miltiplo de 3. Ya que la
conclusién nos pide demostrar que un niimero es divisible por 3, una divisién por casos
més natural es aquella que toma en cuenta la divisibilidad (o no) de n por 3; es decir,
dividir el problema en casos en que n sea o no divisible por 3. Esto trae consigo la ventaja
de introducir un factor 3 en los calculos a realizar.

= Primer caso: n = 3m

n* —n? = (3m)* — (3m)? = 3(9m* — 3m?)

= Segundo caso: n deja residuo 1 en la divisién por 3, n = 3k + 1

it —n® = (33 1) — 8k 21)% = 3(27kt 4 361° £ 15k% -+ 2k)
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s Tercer caso: n deja residuo 2 en la divisién por 3, n = 3k + 2
nt —n?=(3k+2*-3k+2°2=3m+21-22=3(m+4)

4 2

Con lo anterior, se ha probado para todos los posibles valores de n, n* — n“ es multiplo
de 3. |

Una demostracién por casos no siempre se usard para temas de divisibiliad, también
podemos usarlas para particionar los reales en negativos, positivos y el cero, asi como lo
muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3
Demuestre que |z + y| < |z| + |y| para todo z, y € R

Solucion. Ya que el valor absoluto estd definido por casos, dividiremos la demostracién
de esa manera. La forma natural de hacerlo es utilizar las condiciones para definir los
diferentes casos. Es decir, dada una variable z, utilizar los casos z > 0 y 2 < 0. Como
tenemos dos variables con 2 casos cada una, el problema tiene un total de 22 = 4 casos:

Caso 1. x >0,y > 0.
Ya que ambas variables son positivas, x +y > 0 y, por lo tanto,
lz+yl=a+y=l|z|+yl
lo cual cumple con la expresién que queremos demostrar.
Caso 2. >0,y <0.

A diferencia del caso anterior, no podemos estar seguros de cuédl es el signo de z 4y
a partir de z > 0y y < 0 ya que esto dependerd de cudl variable tiene mayor valor
absoluto. Si |z| > |y|, entonces  + y serd mayor o igual a cero, mientras que si
|z| < |y|, © + y serd negativo. Analizamos estos dos casos por separado.

s z+y>0.
z+y<z+0=|z| > |z|+ |y
s 24y <0.
—lz+yf=—2-+ (1) 20+{y) = [y = ja| -+ |yl
En ambos casos se cumple que |z + y| > |z| + |y|.

Caso 3. £ <0,y >0.

Se demuestra de manera similar al caso 2.

Caso 4. £ <0,y <0.

Ya que ambas variables son negativas, z + y < 0, y tenemos:
lz+yl = —(z+y) = —z+ (—y) = [z + [yl.
En los cuatro casos, podemos ver que |z + y| < |z| + |y|. |

Uno de los errores més comunes detectados en los cursos de logica matematica es
que a la hora de considerar los casos para probar una divisibilidad es precisamente, el
tomar los restos respecto a 2, lo cual como acabamos de ver no funcionard, o al menos no
siempre. Por tanto cuando queramos usar este método de demostracién para pruebas de
divisibilidad, es de considerar como casos, los restos, respecto al nimero que queremos
probar la divisibilidad.
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1.5.3. Demostracién por contradiccion

En su forma mas general, demostrar una proposicién p por contradiccién significa
mostrar que si no es verdadera obtenemos una contradiccién. Formalmente, esto significa
demostrar que la proposicién —p — falso es verdadera. De aqui sabemos por contraposi-
tiva que verdadero — p es verdadera, y esta implicacién es equivalente a p. Si queremos
demostrar la proposicién p — g por contradiccién, asumimos que p — ¢ es falso. Pero ya
que p — q es légicamente equivalente a - pV g, que p — ¢ sea falso implica que = (= pVq),
o0, equivalentemente p A — g, es verdadero. De esta suposicién intentamos derivar alguna
proposicién que contradiga a alguna proposicién que sabemos que es verdadera, ya sea p,
alguna de nuestras hipétesis, o cualquier axioma o tautologia.

Note que asumir que p A — ¢ es verdadero, es lo mismo que asumir que p es verdadero
y que q es falso. Pero asumir que p es verdadero es equivalente a tomarlo como una
de nuestras hipétesis, tal y como lo haciamos en las demostraciones directas para
condicionales. Sin embargo, a diferencia de dichas demostraciones, el concluyente de la
conclusién no se convierte en nuestra nueva conclusién, si no que su negacién se convierte
en una nueva hipétesis y ahora la conclusién buscada es una contradiccién.

Ejemplo 5.4

Sean n y m ndmeros enteros. Demuestre que si n - m es par, entonces al menos uno
de n o m debe ser par.

Solucion: El teorema a demostrar tiene los siguientes datos:

Hipotesis Conclusion
7y m son nimeros enteros (n-m par) = (n par V m par)

Para aplicar el método por contradiccién, asumimos que el antecedente (n - m par) de
la conclusién es verdadero y que la negacién del concluyente (= [n  par Vm par]) es
verdadera, y tratamos de llegar a una contradiccién. Es decir, modificamos el problema,
para obtener:

Hipdotesis Conclusion
n y m son ndmeros enteros
n - m par
—[n parVvm par]

Pero ahora, = [n  parVm par] significa que ni n ni m son pares. Por lo tanto, pueden
ser escritos como n = 2k + 1 para algtn entero k y m = 25 + 1 para algiin entero j. Por
lo tanto, '

n-m=2k+1)(2j+1)=4kj+2k+2j+1=22kj+k+j) +1,

y como (2kj +k+ 7) es un nimero entero, entonces n-m es un nimero impar. Pero ya que
habiamos asumido que n - m era un nimero par, entonces encontramos la contradiccién
que desedbamos, por lo que la suposicién que — [n  par Vm par| debe ser falsa.

1.5.4. Demostracién por induccion

Para entender cé6mo funciona la induccion, imagine que entra a clase y descubre que
su profesora ha traido consigo una bolsa llena de chocolates. Después de enumerar a los
estudiantes con 1, 2, 3, 4, y asf sucesivamente, ella ofrece compartir los chocolates con
los alumnos siguiendo dos reglas:
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1. El estudiante 1 recibe un chocolate.

2. Para todos los n € N, si el estudiante n recibe un chocolate, entonces el estudiante
n + 1 también recibe un chocolate.

Puede imaginar a la segunda regla como una manera compacta de escribir una larga
serie de proposiciones, uno por cada valor natural de n:

s Si el estudiante 1 recibe chocolate, entonces el estudiante 2 recibe un chocolate.
= Si el estudiante 2 recibe chocolate, entonces el estudiante 3 recibe un chocolate.
= Si el estudiante 3 recibe chocolate, entonces el estudiante 4 recibe un chocolate.

Imaginese que usted es el estudiante 13. Bajo estas reglas, jtendrd derecho a un
chocolate? Bueno, el estudiante 1 recibe un chocolate por la primer regla. Por lo tanto,
por la segunda regla, el estudiante 2 también recibe un chocolate, que significa que el
estudiante 3 también recibe chocolate, que significa que el estudiante 4 recibe chocolate,
y asi sucesivamente hasta llegar a que el estudiante 12 recibe un chocolate y, por lo
tanto, usted reciba uno. Como usted podra observar, la segunda regla de la profesora de
hecho asegura que todos los estudiantes reciben chocolate siempre y cuando se cumpla la
primera regla, sin importar cuin grande sea la clase.

Ahora suponga que queremos demostrar que todo niimero natural cumple con alguna
propiedad P. En otras palabras, quiere demostrar que para todo n € N, el predicado P(n)
es verdadero. A diferencia de los alumnos en una clase, existen infinitos niimeros naturales,
por lo que no es posible comprobar uno a uno que cumplen cumplen con el predicado
P(n). Sin embargo, es posible utilizar una idea similar a la usada en el problema anterior:
comenzamos con 1 y repetidamente agregamos 1. Es decir, es posible demostrar que todo
nuimero natural cumple con P(n) mostrando que dicho predicado es verdadero para 1y
que cuando le agreguemos 1 a un nimero k para el cual P(k) sea verdadero, el ntimero
resultante también cumple con la propiedad P. Esto garantizaria que, mientras se avanza
en la lista de ndmeros naturales, comenzando con 1 y repetidamente agregando 1, cada
numero que encuentre debe también cumplir con P. En otras palabras, todos los ntimeros
naturales tienen la propiedad P.

Este mismo razonamiento se resume en un principio llamado induccidn matemdtica:

Definicién 5.5 (Principio de induccién matemaética)

Suponga que P(n) es un predicado sobre un entero n. Entonces para demostrar que
P(n) es verdadero para todo n > ng, es suficiente mostrar que:

1. P(ng) es verdadero.

2. Para cualquier k > ng, si P(k) es verdadero, entonces P(k + 1) es verdadero.

En el ejemplo de la profesora y sus chocolates, suponga que P(n) es el predicado “el
estudiante n recibe un chocolate”. Entonces la primera regla de la profesora asegura que
P(1) es verdadera, y su segunda regla asegura que para todo n € N, P(n) implica P(n+1).
Dados estos hechos, el principio de la induccién dice que P(n) debe ser verdadero para
todo n € N. En otras palabras, todos en la clase reciben un chocolate. A continuacién se
presentara el principio de induccién aplicado a la demostracién de la férmula clésica de
la sumatoria; pero antes se describen los cuatro componentes principales:
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1. Exprese que la demostracion utiliza induccién. Esto inmediatamente trans-
mite la estructura general de la demostracién, ayuddndole al lector a entender su
argumento.

2. Defina un predicado P(n) apropiado. La conclusién eventual del argumento por
induccién serd que P(n) es verdadero para todos los naturales n. Por lo tanto, debe
definir el predicado P(n) para que su teorema sea equivalente o sea una consecuencia
de esta conclusion. Muchas veces el predicado puede salir directamente del teorema
a demostrar, como en el ejemplo anterior. El predicado P(n) es llamado la hipdtesis
inductiva. En algunas ocasiones la hipétesis inductiva se referird a méas de una
variable, en cuyo caso es necesario indicar cuél variable es la correspondiente a 1.

3. Demuestre que P(ng) es verdadero. Esta parte de la prueba es llamada el caso
base o el paso base.

4. Demuestre que P(n) implica P(n + 1) para todo niimero natural n. Esto
es llamado el paso inductivo o el paso por induccién. El plan bésico es siempre
el mismo: asumir que P(n) es verdadera y luego utilizar dicha suposicién para
demostrar que P(n + 1) es verdadero. Estas dos proposiciones debieran ser muy

similares, pero cerrar la brecha entre una y otra puede requerir de mucho ingenio.

Cualquiera sea el argumento que se utilice, debe ser vélido para todo nimero natural
mayor o igual a n, ya que el objetivo es probar de una sola vez las implicaciones
P(1) — P(2), P(2) — P(3), P(3) — P(4), etc.

Ejemplo 5.6
Demostrar que para cualquier entero positivo n, se cumple que
n(n+1
L@l o o = (—;—)
Solucidn.
) - _ ! 1(1+1)
Caso base: Haciendo n = 1 la expresion es evidentemente cierta pues 1 = =

Hipétesis de induccién: Suponemos que la expresién

k(k+1
b9 st %
es verdadera para ciérto entero positivo k = n.

Paso inductivo: Ahora probamos que la expresién es cierta para k = n + 1 y utilizamos
la hipétesis de induccién. Esto es:

+1
1+2+---+n+(n+1):%+(n+1)

(n+1) <g+1>
i (n+1)(n+2)

2
(el @b 1)
= 5 ;
En conclusién, por el principio de induccién mateemética, la expresién es cierta para
todo entero positivo n. |

10
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1.6. Problemas

Ejercicio 1. Exprese en forma simbdlica, las siguientes proposiciones compuestas:
s No irds a jugar bkb, o irds y nadie estara ahi.
= O Lucas y Daniel, estin ambos diciendo la verdad o ninguno la esta diciendo.
s Comeré arroz o puré, pero no comeré arroz y tortillas.
= 3 es divisor comtun de 6,9, 15.

Ejercicio 2. Si el valor de verdad de (p A ¢) — r es falso, determine los valores para
p»,q,7.

Ejercicio 3. Demuestre las siguientes equivalencias 14gicas:
» PV A-pe (-pAQg).
[(pAg)»r]e[p—r)Vig—T))
= = (pV(pAQ) & (hpA-Y).
Ejercicio 4. Demuestre que |zy| = |z||y| para todo z,y € R.
Ejercicio 5. La suma de dos nimeros primos mayores que 2 nunca es primo.
Ejercicio 6. Prueba que si 9 | a? + b2 + 2, entonces 9 | a?, 9| % y 9| 2

Ejercicio 7. Demostrar que para cualquier entero positivo n, el ndmero n® — n es

multiplo de 3.

Ejercicio 8. Muestra que
¥ +b+1=d"

no tiene soluciones enteras.

Ejercicio 9. Demostrar que la suma de los angulos internos de un poligono de n > 3
lados es igual a 180°(n — 2).

Ejercicio 10. Sea n un entero positivo. Si a un tablero de 2™ x 2™ se le quita una casilla
de cualquiera de las cuatro esquinas, demostrar que siempre es posible cubrirlo con pieza(s,[;
de L-triminés. B

Ejercicio 11. Si g, b, ¢ son enteros impares, demuestre que az? + bz + ¢ = 0 no puede
tener una solucién racional. :

Ejercicio 12. Prueba que si k es un entero positivo y 2% 4+ 1 es primo, entonces k es
una potencia de dos.

Ejercicio 13. Demuestre que para todo = € R+,

=

T4

v

Bl

Ejercicio 14. Si x € R, satisface que = + % es un entero, muestre que " + —: es un

xTL
entero para todo n natural.
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2. Conjuntos

2.1. Definicion de conjunto

Definicion 1.1

Podemos pensar a un conjunto como una caja que en su interior puede tener
clementos. los cuales pueden ser cualquier objeto concreto o abstracto.

En general usaremos letras maviiseulas 4. B.  para representar conjuntos v mindsculas
a. b. ¢ para representar clementos.
St a es un elemento de un conjunto A. diremos que @ pertenece a 4 v lo representaremos
por

a< A
St a no es elemento de 4 entonces diremos que ¢ no pertenece a A y lo representaremos
por

ag A
Diremos que el conjunto 4 esta contenido en el conjunto B cuando todo elemento a de
A sea tambien elemento de B v lo representaremos por

ACBH.

Cuando 4 v B tienen exactamente los mismos elementos diremos que son iguales v lo
representaremos por '

Es ficil ver que se cumple 4 = Bsivsélosi AC By B C A

Definicién 1.2
Decimos que un conjunto A tiene cardinalidad n si tiene 1 elementos. v lo denotare-
=n. Si A tiene infinitos elementos lo denotamos por [ 4] = .

maos por L

Definiciéon 1.3
Aceptaremos la existencia de nn conjunto que no tiene elementos. lo lamaremos
conjunto vacio v lo denotaremos por (.

Definicién 1.4

Cuando trabajamos con conjuntos definimos un conjunto universo el cual eumple
que contiene a todos los conjuntos. lo denotamos por U.

Con estas definiciones obtenemos las relaciones
g X

2C¥

para todo conjunto X.
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2.2. Operaciones con conjuntos

« INTERSECCION:
Definicion 2.1

La interseccién de dos conjuntos A v B es el conjunto
AnB={zlzecd N zcBL

Es decir. el conjunto de todos los elementos que estdn tanto en 4 como en B.

Por la definicidn es facil verificar que se cumplen las relaciones
AnBcCA
AnBCB
An@=0

« UNION:
Definicién 2.2

La unién de dos conjuntos 4 v B es el conjunto

AUB={z|zcA Vv z€B}

Es decir. el conjunto de todos los elementos que estdn en A o en B o en ambos.

Por la definicidn es ficil verificar que se cumplen las relaciones
ACAUB
BCcAUBRB
AuU =0

= COMPLEMENTO:
Definicién 2.3

EL complemento de un conjunto A es el conjunto

A={rlr g AL

Es decir. el conjunto de todos los elementos que no estdn en A.

Nétese que para que esta definicidn tenga sentido debe estar bien definido nuestro
i q 2
conjunto universo L. :
Por la definicién es facil verificar que se cuniplen las relaciones
AUA =¥
ANA®=§
(A% =4
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= DIFERENCIA:
Definicién 2.4
La diferencia de dos conjuntos 4 v B es el conjunto

A—-B={rlzecAd A rg&€B}

Es decir. el conjunto de todos los elementos que estdn en 4 pero no estan en

B.

Por la definicidn es tacil verificar que se cumplen las relaciones

A-BCcA
B-ACBH
A-A=0

=« POTENCIA:
Definicién 2.5
La potencia de un conjunto 4 es el conjunto

P(A)={X | X Cc AL

Es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de A.

Por ejemplo, si A = {1.2}, entonces P(4) ={ @.{1}.{2}. 4 }.
Por definicién se cumple

= PRODUCTO CARTESIANO:

Definicién 2.6
El producta cartesiano de dos conjuntos A v B es el conjunto

AXB={(a.b)lx €4 A zecB}

Es decir. cl conjunto de todos los pares ordenados con elementos de A en su
primera coordenada v elementos de B en su segunda coordenada.

2.3. lIdentidades
Es posible demostrar haciendo dobles contenciones las siguientes igualdades.

Leyes conmutativas:
{AUB}={BUA)

(AnB)=(BnA4).

Leyves asociativas
{AUuBjUC = AU{BUC)

(ANBYNC = An(BNC).
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Leyes distributivas
AuBnCI=(AuBIn{d4uC)

AN{BUCy=(AnB)u(AnC)

Leyves de idempotencia
AUA=4

AnA=4

Leyes de identidad
Ang=420

Leyes de absorcién

Leyes de De Morgan
(AUBYf =A"NBH°

{(ANnBY=A"UB"

Para probar igualdades de conjuntos también se puede hacer uso de bivecciones por
medio de nma funcién gue debe probarse que es bivectiva.

2.4. Problemas
Ejercicio 1. Demuestra que:
s A-B=AnB"
s A-B=B—-Asivsilosi A= B.
s A (BUC)={A-Bjn(4A-C).
= A—(BNC)=(A—-BYu(4A-C).
Ejercicio 2. Demuestra que:
= SiBCAB=A—-(4-Bj. ,
» 4By A—Bsonajenosy A=(ANBjU(4 - B).
» A (BUCj=(A-Bjn{4-C}.
= ANB=A-(4A- Bl
Ejercicio 3. Demuestra que:
= A C Bsivsdlosi P{d) C P(B).
= P(AJUP(B) CP(4AU B).
= P(4)NP(B) C P{(AN B).
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Ejercicio 4. Sca X un conjunto y 4, B.C' C X. Supongamos que ANB =ANCy
(X —AnB=(X—~ A1nC. Muestre que B = C.

Ejercicio 5. Demnestre que
Ax(B-Ci={AxB)—{Ax(C}

Ejercicio 6. Sean 4. B.C conjuntos finitos. encuentre una expresién para la cardinalidad
de la wmidn, ({40 BUCY).

Ejercicio 7. Si |4l = n. df cual es la cardinalidad de P{4).

Ejercicio 8. Denotamos A como la diferencia simétrica v esta dada por AAB =
(AU B) — (AN B). Muestra que

(A—B)U(B— A= AAR

Ejercicio 9. [IMO 2002] Sca n un entero positivo. Cada punto (. y) en el plano. donde
r.y € Zy v r+y < n.se colorea de rojo o azul bajo la siguiente condicion: s1 un punto

(x.y) es rojo. entonces todos los puntos (7. y'} con 2’ <z y y' < y son rojos también.

Sea 4 Ia cantidad de formas de escoger n puntos azules con coordenadas ¢ distintas v B
la cantidad de formas de escoger n puntos azules con coordenadas y distintas. Denuestre
que 4 = B.

Ejercicio 10. [USAMO 1996] A una secuencia de n términos (rp,r2.... .. r, | donde
cada x; es 0 o 1 la Hamaremos cadena binaria de longitud n. Sea a,, la cantidad de cadenas

hinarias de longitud 1 que no contengan tres elementos consecutivos iguales a 1.0. 1. en
ese orden. Sea b, la cantidad de cadenas binarias de n elementos tales que no contengan
cuatro elementos consecutivos iguales a 1.1.0.0 0 0.0.1. 1, en ese orden. Demuestre que
b,21 = 2a, para todo entero positivo n.

Ejercicio 11. A lo largo de una calle de una séla via. hay n parqueos v n autos
nimerados del 1 al n. En orden. el conductor del auto 7 va directamente a su parqueo
favorito a; € {1.2...., n}. v si estd desocupado se estaciona alli. De lo contrario contimia
hasta cl siguiente parqueo libre y se estaciona en éL. Sin embargo. si llega hasta el final sin
encontrar parqueo desocupado. se va v no regresa. (Cudntas secuencias (ar.aa. . ... )
hay de tal forma que todos los conductores puedan estacionarse?
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