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Capitulo 1

Geometrial

1.1 Notacion

La notacién que usaremos en estas notas serd la siguiente.

Por dos puntos A, B pasa una linea recta; AB denotar4 indistintamente
la recta que pasa por A y B o el segmento de recta comprendido entre A
y B, quedando claro en el contexto. También denotaremos a las rectas y
los segmentos por letras mintsculas como LI’ y a, b, ¢, respectivamente. Los
segmentos no son dirigidos asi que son el mismo el AB y el BA y para no
complicar la notacion la longitud del segmento estard denotada también por

AB o a. A N A A

L a_

Un angulo estd determinado por dos segmentos de recta que tienen un
extremo comiin y en este caso si importa el orden pues dos segmentos nos
determinan dos dngulos que suman 360°.

L BAR' 2

L BA B

Bl’

INotas de Berta Gamboa de Buen



6 CAPITULO 1. GEOMETRIA

Asi por < BAB’ denotaremos al dngulo entre los segmentos de recta
AB y AB' y por < B’AB denotaremos al déngulo entre los segmentos de
recta AB'y AB. Notemos que los dngulos estén dirigidos en el sentido de las
manecillas del reloj. Los dngulos también los denotaremos por letras griegas
mintsculas.

Tres puntos A, B y C determinan tres segmentos de recta AB, BC'y CA
y tres angulos < ABC, < BCAy < CAB, es decir los tres puntos determinan
un triangulo que llamaremos tridngulo ABC. Los puntos A, B y C son los
vértices del tridngulo y denotaremos los lados AB, BC' y C'A por las letras
minisculas ¢, a y b respectivamente y los angulos < ABC, < BCAy < CAB
por las letras griegas (3, y a, respectivamente.

(s T

& e
B = C

Las alturas de un tridngulo son los segmentos de recta que van de los
vértices al lado opuesto y son perpendiculares éste. El drea de un tridngulo
es la mitad del producto de un lado por la altura sobre dicho lado.

1.2 Rectas y Angulos

Dos rectas que nunca se cortan son paralelas, es decir dos rectas paralelas
estan separadas una distancia constante.

Recordemos las siguientes propiedades elementales sobre rectas y dngulos.

P1 Si dos rectas AB y A’'B’ se cortan en un punto C' entonces los d4ngulos
< A'CA y < B'CB son iguales y los angulos < ACB’' y < BCA'
también son iguales (son dngulos opuestos por el vértice) y tanto los
dngulos < A'CA y < BCA', como los < BCA' y < B'CB son suple-
mentarios, es decir suman 180°.
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Al

P2 Si I y L son dos rectas paralelas y I3 es una linea transversal, los
angulos correspondientes a y o' son iguales, también son iguales los
dngulos alternantes 3 y o'. Reciprocamente si una transversal corta dos
lineas de tal manera que los dngulos correspondientes o los alternantes

son iguales, las dos lineas son paralelas. L
/ 3
o(
(S L

= = Ls

P3 Para encontrar la distancia de un punto A a una recta [ tracemos la
perpendicular I’ a [ que pasa por A y sea B la interseccién de | y I
La distancia de A a [ es la longitud del segmento AB.

!

A

1.3 Triangulos

Hemos dicho que tres segmentos nos determinan un tridangulo, veamos como
lo podemos construir.
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Construccion de un tridngulo dado sus tres lados. Sia,by cson
los tres lados de un tridangulo, para construirlo tomamos el segmento a y
denotamos sus extremos por B y C. Con centro en B y radio ¢ trazamos un
circulo y con centro en C' y radio b trazamos otro circulo. Si A es uno de
los puntos de interseccién de los dos circulos trazados, entonces ABC es el
triangulo deseado.

B C

Si los circulos son tangentes se trata de un tridngulo degenerado en una
linea pues el punto de tangencia estd sobre el segmento que une sus centros, a
saber sobre a. Si los circulos no se intersectan entonces no se puede construir
un tridngulo que tenga esos lados.

Hemos obtenido entonces la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1 En un tridngulo la suma de las longitudes de dos de sus
lados es mayor que la longitud del lado restante.

Proposicién 1.2 La suma de los dngulos interiores en un tridngulo cual-
quiera es igual a 180P.

Demostracién: Sea el tridngulo ABC. Por A trazamos la paralela a BC,
entonces los dngulos G y 4’ son iguales y los dngulos v y +' son iguales por
ser dngulos alternos y claramente 3 + o + v = 180°.

5

Corolario 1.3 Un dngulo ezterior de un tridngulo es igual a la suma de los
dos angulos interiores opuestos.
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>

(> 5 '-\OH'(A
b C

Podemos ahora probar otra propiedad de los d4ngulos entre ciertas rectas.

Proposicién 1.4 Sean AB y A'B’ dos rectas perpendiculares entre si y CD
y C'D’ otro par de rectas perpendiculares entre si. Si F, G,H e I son los
puntos de interseccion de las rectas AB con C'D', A'B’ con CD, AB con
CD y A'B’ con C'D’ respectivamente, entonces

D'
<C'FA = CGA' y < AHC =< A'IC'. J{f’
B i ..' 1]

o

A [T |'

ght h"‘ D
Demostracién: Por la propiedad P2 podemos suponer que la recta'A’B’
pasa el punto de interseccién de las rectas CD y C'D’ y entonces G e [

coinciden con ese punto. Como las rectas C'D y C'D’ son perpendiculares
entre si, de

X CGA'+ < D'GCY+ = AGF = 180°

obtenemos que
< CGA' =90°- < AGD'. (1.1)

Por otra parte si J es la interseccién de las rectas AB y A'B’, del tridngulo
FGJ
< C'FA+ < FJA'+ < AGF = 180°

y usando que las rectas C'D y C'D’ son perpendiculares entre si deducimos
< C'FA=90"- < AGF. (1.2

La primera igualdad que queremos probar es consecuencia de (3.1) y (1.2) y
la otra se prueba de manera andloga.
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Recordemos que un tridngulo es equildtero si sus tres lados son iguales,
is6sceles si dos de sus lados son iguales y rectdngulo si uno de sus angulos
es recto, es decir de 90°. En un tridngulo rectdngulo, los lados adyacentes al
angulo recto se llaman catetos y el lado opuesto hipotenusa.

Uno de los teoremas més conocidos e importantes sobre tridngulos es

Teorema 1.5 (de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo el cuadrado de
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Demostracién: Sea ABC un tridngulo rectangulo con hipotenusa ¢ y cate-
tos a y b. Tenemos que probar que ¢ = a? + b°.

@ c

b

Como el cuadrado de un segmento representa el drea del cuadrado de lado
el segmento, debemos probar que el area del cuadrado de lado c es igual a la
suma de las areas de los cuadrados de lados a y b. Para ello denotemos por
A,B y C las 4reas de los cuadrados de lado a, b y ¢ respectivamente y por 7
el drea del triangulo ABC' y construimos dos cuadrados de lado a + b y los
dividimos como se ve en el dibujo

O b
-~
(8 % > O
bl % b
o b

Segnin el dibujo de la derecha el drea del cuadrado de lado a+ b es igual a
47 + C y segin el dibujo de la izquierda es igual a 47 + A + B. Por lo tanto
A+ B = C y esto prueba el teorema.

El reciproco del teorema de Pitdgoras es cierto.
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2

Proposicién 1.6 Sien un tridngulo con lados a, b, c se tiene que a*4-b* = ¢2,

entonces el tridngulo es rectdngulo.

Demostracién: Construimos un tridngulo rectdngulo con catetos a y by
: st 2

con hipotenusa ¢’. Entonces por el teorema de Pitdgoras (¢')* = a? + b* = ¢?

y por lo tanto los dos tridngulos son iguales, segiin la proposicién siguiente.

Dos triangulos son iguales o congruentes si podemos superponer uno sobre
el otro, es decir si se puede establecer una correspondencia entre sus vértices
de tal forma que sus lados correspondientes y sus dngulos correspondientes
son iguales.

Para ver que dos tridngulos son iguales no necesitamos comprobar la
igualdad de los tres lados y los tres dngulos.

Proposicién 1.7 Dos tridngulos con lados iguales son tridngulos iguales.

A

A
¢ b b
3
B = C C

a.

Demostracién: Sean a,b,cy o',V y ¢ los lados de los dos tridngulos con
a=d,b=byec=c y A B,Cy A, B, C"los vértices. Trasladamos el
triangulo primo de tal manera que a’' quede sobre a, como b = V', entonces
A’ estd en el circulo con centro en C = C' y radio b y como ¢ = ¢, A’ esta
en el circulo con centro en B = B’ y radio ¢ y entonces A = A'.

Existen otros criterios para la igualdad de tridngulos, pero los obten-
dremos en la siguiente seccién como consecuencia de los criterios para que
dos triangulos sean semejantes.

Cuando hacemos planos de una casa o ciudad, queremos un dibujo que
conserve la “forma” y las “proporciones” de la casa o la ciudad respectiva-
mente, pero que sea de otro tamano, es decir el plano es “semejante” a la
casa o la ciudad .

Diremos que dos poligonos son semejantes si tienen la misma “forma” y
“proporciones”, formalmente:
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Dos poligonos con el mismo mimero de lados son semejantes si hay una
correspondencia entre sus vértices tal que los lados correspondientes son pro-
porcionales y los d&ngulos correspondientes son iguales.

Es decir, el poligono ABCDE con lados a,b,c,d y e es semejante al
poligono A'B'C'D'E’ con lados o', V', ¢/, d' y € si sus dngulos correspondientes
son iguales y

c d e
—_——— = — = = — = k‘
a.f b,r Cf dr e!
para alguna constante k. L e \A '
A \

B ol .- \\\ : ’&’ \
<\\\_ / B 2 \ % -4
N \//
58

D ~

Observemos que dos poligonos son iguales si son semejantes con k = 1.
Para ver algunos criterios para la semejanza de tridngulos necesitamos
recordar las leyes de los senos y de los cosenos.

Proposicién 1.8 (Ley de los senos) Sea ABC un tridngulo con lados a, b,
¢ y dangulos opuestos o, 3 y v respectivamente. Entonces

a b C

sena  senf  seny’

Demostracién: Si D es el pie de la altura h sobre el lado ¢, entonces

h

los tridngulos ADC' y BDC son rectangulos y tenemos que sena = = ¥

h 1 a
senf3 = —, despejando — e igualando obtenemos que = . La otra
a h sena  senf3

igualdad se obtiene analogamente. ¢
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Proposicién 1.9 (Ley de los cosenos) Sea ABC un tridngulo con lados
a,b,c y dngulos opuestos o, 8 y v respectivamente. Entonces

a’ = b + ¢ — 2bccos a.

Demostracién: Si a < 90° , D es el pie de la altura h sobre el lado ¢,
z = AD y y = DB, como los tridngulos ADC y BDC' son rectangulos,
enfonces z = bcosa, h = bsena y por el teorema de Pitdgoras

a? = B4+ =h 4+ (c—z)=h 4+ —2cz+2’=

b sen’a + c* — 2cbcosa + b% cos? o = b? + 2 — 2bccos a.

A ¥ D 3 —~ B

Si @ > 90° D es el pie de la altura h sobre el lado ¢, = = AD y
o' = 180° — «, entonces x = bcosa’, h = bsena’ y como cosa = — cosa/,
usando nuevamente el teorema de Pitdgoras

a? = RK+(c+2)’ =R+ +2zx+2>=

= b%sen’a’ + ¢ + 2cbcosa’ + b cos’ o’ =
b + ¢ + 2bccos @’ = b? + ¢® — 2bccos a.

Proposicion 1.10 Dos tridngulos son semejantes si dos de sus dngulos co-
rrespondientes son iguales.

Veremos dos demostraciones de este resultado, la primera usando trigo-
nometria (ley de los senos).
Demostraciéon: Sean ABC y A'B'C’ dos tridngulos tales que o« = o' y
B = ['.Como la suma de los dngulos internos de un tridngulo es de 180°
tenemos que también v = /.

La ley de los senos aplicada a los dos tridngulos nos da

a b c
senc senf3  seny
¥
a’ b c

sena’ senfd  seny'

(S
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y dividiendo la primera serie de igualdades sobre la segunda obtenemos

asena’  bsend  cseny

a'sena bsenf  cseny’ I

A o v

I 4 :
AN

810

sena!  senf  seny

Como por hipédtesis = 1, tenemos que

sence  senfl  seny

a b c
ad ¥

igual a alguna constante, que es lo que queriamos probar.

La segunda demostracién usa el hecho de que el area de un tridngulo es
el producto de la base por la altura sobre dos y requiere del siguiente lema.
Denotaremos por Aspc el drea del triangulo ABC.

Lema 1.11 Sean ABC un tridngulo y D y E puntos en los segmentos AB
y AC respectivamente, de manera que las lineas que pasan por BC y DE

DB EC . ;
sean paralelas. Entonces a5 - A% Reciprocamente ;;BD Yy g Cson puntos
en los lados AB y AC de un tridngulo ABC tales que D =~ AR’ entonces

las lineas BC' y DE son paralelas.

Demostracién: Sean ABC un tridngulo y D y E puntos cualesquiera en
los segmentos AB y AC respectivamente. Como los tridngulos ADE y DEB
tienen la misma altura h desde E, entonces

Apes _ DB% _ DB (1.3)
Aape AD% AD’ '
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h
D E

B—/\L . .

Como los tridngulos ADE y DEC tienen la misma altura h' desde D,
entonces

Appc _ ECY _ EC (1.4)

Asps  AEL — AE

Supongamos ahora que las lineas que pasan por BC' y DFE son paralelas.
Entonces los tridngulos DEC y DEB tienen a DE como base comin y la
misma altura h” sobre B y C respectivamente y entonces

Apgc = Apgs. (1.5)

Finalmente de (0.3), (0.4) y (0.5), obtenemos

DB Apgp  Apec EC
AD  Aspgp Aaps AC’

EC

DB
Supongamos ahora que los puntos D y E satisfacen AD = AR De (1.3)
ADEB e ADEC
Aape  Auape

y (0.4) obtenemos entonces que , es decir

Apes = Apec

Si h es la altura del triangulo DEB y h' es la altura del tridngulo DEC,

entonces ED.h ED .}
5 = Apes = Apec = T

de donde h = h' y las lineas ED y BC son paralelas.
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D \
!
h|
[/\

Ahora si podemos dar la otra demostracién de la proposicién 1.10.
Demostracién: Sean ABC y A'B’C’ dos tridngulos con dos dngulos co-
rrespondientes iguales. Por lo tanto tienen los tres dngulos correspondientes
iguales y si encimamos A y A’ y ponemos a B’ sobre la linea AB, entonces
C' quedara sobre la linea AC' y las lineas BC y B'C’ serén paralelas. Por el

B AC
lema anterior obtenemos entonces que gf i %, de donde
AB  AB AB'+B'B _1+B’B B
AB  AB  AB ' AB'
B 1+C"C_ AC'+C'C _ AC  AC
B AC' T AC' T AC T ACT
c G

N~ .

AR B AR B=®
Si ahora encimamos los vértices B y B’ obtenemos andlogamente que
| BC _ BA
B'C'  BA"

Esto termina la prueba de la proposicién.

Corolario 1.12 Si dos tridngulos tienen dos dngulos y un lado respectivos
iguales, entonces son congruentes.

Demostracién: Sean a y o' los lados iguales, entonces en la proposicién
. . a
anterior se obtiene — = 1.
a
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Proposicion 1.13 Dos tridngulos son semejantes si sus lados correspon-
dientes son proporcionales.

b
Demostracion: Sean ABC y A'B'C’ tales que E} s Eean
a

v
De la ley de los cosenos aplicada a cada triangulo obtenemos

a* = b+ — 2bccosa
y (@) = () + () — 20 cosa’

de donde
b’ + c* — a®
cosqg = ——
- 2bc
y
"2 2 .2
e O (@)
2b'¢
) .
o
a
b 2 b'
B ¢ T4,
A ¢ A
Dividiendo las igualdades anteriores y usando que g i;— implica que
v
ut+zr u u—=z 1eu2 z?
= — = e— =
v+y w 'u—yyq vz v
cos a +cf—a> bd ,1
; 2 2 s =k 72 1.
COS ¥ ()" + () = (a)* bc k

Como ambos dngulos son menores que 180°, o = /. Anélogamente se prueba
que 3=f"yquey="r".

Como corolario se obtiene el resultado que ya vimos que dos tridangulos
con lados iguales son iguales.

Proposicién 1.14 Dos tridngulos son semejantes si dos de sus lados corres-
pondientes son proporcionales y los angulos entre esos dos lados son iguales.
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» iz b
Demostracién: Sean ABC y A’B'C’ dos tridangulos tales que 5= % =iy
C

a = /. Como en la segunda demostracién de la proposicién 1.10 encimamos
los tridngulos de manera que A = A’ y que B’ y C' estén respectivamente

en las lineas AB y AC. Esto se puede porque o = o'. Es fécil ver que la
yop O B o AB  AC

condicién — = — implica que BB - 00 y entonces por el lema 1.11 las

rectas BC' y B'C' son paralelas, es decir § = ' y v = 7/, que es lo que

queriamos probar.

A

B w &

Corolario 1.15 Si dos triangulos tienen dos lados correspondientes iguales
y los dngulos entre ellos son iguales, entonces son congruentes.

Por lo anterior se le ocurre a uno que la siguiente afirmacién también
debe de ser cierta: ;

Si dos triangulos tienen iguales dos lados y el dngulo adyacente a uno de
los lados, entonces son iguales.

Construyamos un triangulo dados dos lados y el dngulo adyacente a uno
solo de ellos. Sean a y b los lados y 3 el 4ngulo adyacente al lado a, pero no
al lado b. Si B y C son los extremos de a, trazamos la recta [ que pasa por
B y forma un angulo § con a y el circulo C con centro en C' y radio b.

B o c

La recta [ puede intersectar al circulo C en dos puntos A y A’, en un
solo punto 7" o no intersectarla. En el primer caso obtenemos dos tridngulos,
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a saber ABC y A'BC que claramente no son iguales. En el segundo caso
obtenemos un tnico tridngulo T'"BC' y en el tercer caso no se puede construir
ninguin tridngulo con esas propiedades.

Como podemos encontrar lados ¢ y b y dngulos # de manera que [ in-

tersecte a C en dos puntos, hemos probado que la afirmacién en cuestién es
falsa.

Finalizaremos esta seccién con un resultado que se prueba usando algunos
de los criterios para la semejanza de triangulos vistos.

Teorema 1.16 Un dngulo bisector en un tridngulo divide el lado opuesto en
dos segmentos que tienen la misma razén que los otros dos lados.

Demostracién: Si ABC' es un tridngulo, tracemos la linea que bisecta
al dngulo 8 y sea D la interseccién de dicha linea con el lado AC. Por C
trazamos una paralela a BD y sea E el punto de interseccién de dicha paralela
con la linea que pasa por AB. A

P

B 6/2

Los tridngulos ABD y AEC son semejantes pues sus angulos correspon-
AB AE AB+ BE

ont ; ) AB _AE _ AB+ BE
dientes son iguales; entonces AD - AC — AD < DC de donde
AB AB+BE-AB BE

AD AD+DC-AD DC

Por otra parte
< DBC =< BCE = g

y como

< ABD =< AEC =< DB(C = g
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resulta que el tridngulo BC'E es is6sceles y que BC = BE. Sustituyendo en

AB BC .

(1.6) obtenemos D - Do & decir
AB _ AD
BC DC’

Esto termina la prueba.

1.4 Circulos

Tres puntos no colineales definen un circulo, el circulo circunscrito al tridngulo
que tiene como vértices dichos puntos.

Una cuerda es un segmento de recta cuyos extremos estan sobre el circulo.
Un diametro es una cuerda que pasa por el centro del eirculo.

A ~
v /T cuerda

| !:_ -.;
| \ f o
%) & / \\ /’f diomerro
— SO
Si C es un circulo con centro en O y A y B son dos puntos en C, es-

tos puntos nos determinan la cuerda AB y dos arcos en el circulo C, que
denotaremos por AB y BA.

6A § i
B

A A% /
Una recta [ es tangente a un circulo C si [ intersecta a C en uno y sélo un

punto. Si ! es tangente en T al circulo C con centro en O, entonces OT es
perpendicular a [.

T
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Supongamos que queremos construir un tridngulo rectdngulo dada su
hipotenusa, este problema se puede resolver facilmente si conocemos cierto
resultado sobre el d&ngulo entre dos cuerdas que se intersectan sobre el circulo.

Sean AB un segmento de recta, C el circulo con didmetro AB, O el centro
del circulo y C cualquier punto en C. o

A

Entonces los triangulos CAO y C'OB son isésceles y por lo tanto tenemos
las siguientes igualdades < OCB =< CBO y < ACO =< CAQ. Por otra
parte como AC'B es un tridngulo la suma de sus 4ngulos internos es de 180°,
es decir

< 0OAC+ < ACO+ < OCB+ < CBO = 180°

de donde
2<ACO+2<0CB=180°

y por lo tanto

< ACB =< ACO+ < OCB = 90°.

Hemos probado que para cualquier punto C sobre el circulo C el tridngulo
ABC es rectdngulo. Notemos que esto significa que la hipotenusa de un
tridngulo no es suficiente para determinarlo.

Lo que acabamos de ver es un caso particular de la siguiente situacién:
Supongamos que AB es cualquier cuerda fija de un circulo C y C es cualquier
punto sobre C, veremos que el dngulo < AC'B no depende de C' siempre
que C este sobre el circulo C y del mismo lado de la cuerda AB, es decir
que esté en el mismo arco de los dos determinados por AB. Para ello sea
O el centro de C, supongamos que C estd en el arco BA y tracemos los
tridngulos OAC, OAB y OBC. Como todos ellos son tridngulos isdsceles,
< QAC =< ACO =a, < OCB=<CBO =0y <0BA =< BAO = 1.
Entonces

20+ 20 + 2y = 180°

pues es la suma de los dngulos internos del tridngulo ABC, por lo tanto

2 < ACB +2y=2(a+ )+ 2y = 180° (1.7)
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Por otra parte si nos fijamos en el tridngulo OAB obtenemos que
< AOB + 2y = 180°. (1.8)
Finalmente, de (1.9) y (1.10) obtenemos que

C < AOB =2 < ACB.

A

Si ahora C esté en el arco AB igual que en el otro caso, trazamos los
triangulos OAC, OAB y OBC y como todos ellos son tridngulos isésceles,
< OAC =< ACO=qa, <0OCB=<CBO =03y <OBA=<BAO =~1.

®

Entonces
(=) +B—7)+(a+pB)=2(a+p—7) =180
pues es la suma de los dngulos internos del tridgngulo ABC, por lo tanto
2 < ACB -2y =2(a+ ) — 2y = 180°. (1.9)
Por otra parte si nos fijamos en el triangulo OAB obtenemos que
< AOB + 2y = 180° (1.10)
y de ahi, como < BOA = 360°— < AOB, usando (1.9), obtenemos que

~ BOA = 360° — 180° + 2y = 2 < ACB.
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El angulo < AOB es el angulo central que abarca el arco ABy < BOA
es el angulo central que abarca el arco BA. %

A

Hemos probado entonces el siguiente resultado conocido como teorema
del dngulo central.

Teorema 1.17 (del dngulo central) Sean C _una circulo con centro O,
AB una cuerda en C y C un punto en el arco BA. Entonces el dngulo central
que abarca el arco AB es el doble del dngulo AC'B.

El siguiente corolario es de gran utilidad.

Corolario 1.18 Si dos dangulos inscritos en una circunferencia abarcan el
mismo arco, entonces son iguales.

&~

Observemos ahora que si C' estd en el arco BA y C' esta en el arco AB,
como

2 < ACB+2 < BC'A=< AOB+ < BOA = 360°,

tenemos que

< ACB+ < BC'A = 180°.

Cuando el punto C' en el teorema del dngulo central se aproxima a uno
de los extremos de la cuerda AB, digamos a A, entonces la cuerda AC' se
aproxima a una tangente al circulo C.



24 CAP{TULO 1. GEOMETRIA
C ]

A
A=C

Si A = C, tenemos

Teorema 1.19 (de la tangente) El dngulo entre la tangente a un circulo
y una cuerda que pase por el punto de tangencia es igual al dngulo subtendido
desde cualquier punto de la circunferencia hacia la cuerda en el lado opuesto
de la cuerda.

Demostracién: Sean AB una cuerda en el circulo C, AT la tangente a C
que pasa por A, O el centro de C y P cualquier punto en C distinto de Ay B
y en el lado opuesto de la cuerda con respecto a la tangente. Por el teorema
del angulo central, 2 < APB =< AOB. *®

Como el triangulo AOB es is6sceles, < BAO =< OBA y entonces
2 < APB+2 < BAO =< AOB +2 < OAB = 180°.

De donde
< APB+ < BAO = 90°. (1.11)

Por otra parte como el angulo < OAT es recto, tenemos que
< BAT =90°— < BAO. (1.12)

De (1.11) y (1.12) obtenemos el resultado deseado.

Cuando el punto estd fuera o dentro del circulo el teorema del angulo
central se generaliza en las dos siguientes proposiciones.
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Proposicién 1.20 Sean C un circulo con centro en O y P un punto fuera

de C. St las cuerdas AC y BD se intersectan en P, entonces

2 < BPA=<BOA- < COD.

Demostracién: Si denotamos los 4ngulos como en la figura, obtenemos las
siguientes relaciones. Sumando los dngulos internos del tridngulo PAB

a+e+ 2w+ p=180°,

de donde
20 = 360° — 2 — 4w — 2p.

De los triangulos COD y AOB

5 = 180° — 20

y
3 = 180° — 2w.

Como los dngulos internos de un cuadrildtero suman 360°
2¢ + 2w + 2p + 20 = 360°.
Sumando (1.13) y (1.15) y sustituyendo (1.16) y (1.15)

2a0+6 = 540° -2 —2w—2p—20 — 2w =
= 540° — 360° — 2w = 180° — 2w =
8.

De donde se obtiene directamente el resultado deseado.

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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Proposicién 1.21 Sean C un circulo con centro en O y P un punto dentro
de C. Silas cuerdas AC y BD se intersectan en P, entonces

2 < BPA =< BOA+ < DOC.

Demostracién: Notando que varios de los tridngulos que aparecen en la
figura son isésceles, denotamos los dngulos como en la figura. Como el
tridngulo OC' D es isésceles

ot+e=p+pu="94. (1.17)
Sumando los dngulos internos del tridngulo APB
a+e+ 2w+ p=180°,

de donde
20 = 360° — 2¢ — 4w — 2u. (1.18)

Por otra parte, sumando los dngulos internos del trigngulo DPC

a+o+p=180°

y usando (1.17)
=180 — 29 + ¢ + .

Despejando € + p y sustituyéndolo en (1.18),
20 = 360° — 4w — 2a — 499 + 360°.

De ahi
4o = T20° — 4w — 499,
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y como de los tridngulos OAB y ODC se tiene que 3+ 2w = 180° y § + 249,
deducimos
200 = 360° — 2w — 209 = B+ 6.

Esto prueba el resultado deseado.

Veremos ahora un par de resultados sobre cuerdas.
Proposicién 1.22 Cuerdas iguales en un circulo equidistan del centro.

Demostraciéon: Sea AB una cuerda en el circulo C y sean C' el otro extremo
del diametro que pasa por B y O el centro del circulo. Sea D la interseccién
de la paralela a AC' que pasa por O con la cuerda AB. Como el dngulo
< CAB abarca un didmetro es recto y entonces los tridngulos ABC 'y DBO

1
son friangulos rectangulos semejantes con razén de semejanza OB 3 Por
lo tanto OD =  AC.
A
D
C
O

Sea ahora A'B’ otra cuerda en C tal que AB = A’'B; construimos '
y D' como antes. Entonces los tridngulos rectdngulos ABC y A’B'C’ son
semejantes con BC' = B'C’ (ambos son didmetros) y entonces

0D = %AC = %A’C” =0D'.

Esto prueba que las cuerdas equidistan del centro pues OD y OD' son las
distancias de O a la cuerdas AB y A’'B’ respectivamente.

Proposicién 1.23 Si AB y CD son dos cuerdas en el circulo C y P es el
punto de interseccion de las cuerdas, entonces PA- PB = PC - PD.

Demostracién: Los tridngulos APC' y DPB son semejantes ya que tienen
un angulo en comin y el dngulo < DC A es suplementario tanto al dngulo
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< AC P, por estar en una linea, como al < PBD, pues ambos subtienden la
misma cuerda AD pero de lados opuestos.

B

A

P
= \
D
Por lo tanto
PA_ PD
PC ~ PB’

El caso limite de la proposicién anterior dice asf:

Proposicion 1.24 Si AB es una cuerda en el circulo C y PT es una tan-
gente a C con P en la linea AB, entonces PT* = PA - PB.

A B

-+

Demostracién: Por el teorema de la tangente < ABT =< ATP, entonces
los tridngulos PT'A y PBT son semejante y de ahi

PT _PB
PA  PT’

Corolario 1.25 Si desde un punto P fuera de un circulo C se trazan las
tangentes a C con puntos de tangencia T y 1", entonces PT = PT".
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1.5 Circulos y triangulos

Dado un tridngulo podemos construir varios circulos asociados. Estudiaremos
algunas de las propiedades de los tridngulos relacionadas con dichos circulos.
Para ello debemos recordar algunas definiciones:

Las mediatrices de un triangulo son las rectas perpendiculares a sus lados
y que pasan por los puntos medios de ellos.

Las medianas son las rectas que pasan por un vértice y el punto medio
del lado opuesto. El punto de interseccién de las medianas es llamado punto
mediano.

Las bisectrices internas son las rectas que bisectan los angulos del tridngulo
y las bisectrices externas son las rectas que bisectan los dngulos externos.

C, .
. A
: C
)
A ® A R

El circulo circunserito a un triangulo es el circulo que pasa por sus vértices
y su centro es la intersecciéon de las mediatrices del tridngulo.

El circulo inscrito a un triangulo es el circulo que es tangente a los tres
lados del tridngulo. El centro del circulo inscrito es el punto de interseccién
de las bisectrices de los angulos interiores del tridngulo.

Los circulos excritos a un tridngulo son los que son tangentes a las tres
lineas que contienen los lados del tridngulo, de manera que el punto de tan-
gencia con una de las lineas estd sobre un lado y los otros dos puntos estan
sobre las prolongaciones de los lados. Los centros de los circulos excritos son
las intersecciones de una bisectriz interna y dos externas.
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Proposicién 1.26 Sea ABC' un tridngulo con lados a,b, ¢ y dngulos «, 3,7,
C el circulo circunscrito y r el radio del circulo. Entonces
a b c

2r= = = ;
sena  senf3  seny

Demostracién: Por el teorema del dngulo central 2a =< BOC. Sea D el
pie de la altura sobre BC' del triangulo OBC; como el tridngulo OBC' es
isésceles CD = DB y

<BOD=<DOC=%—<BOC‘=a‘

Por lo tanto del tridngulo rectangulo ODC obtenemos

CD a
sena = sen < DOC = 0C = 27
de donde A 5
]
€
D

El resto de las ignaldades se pueden probar andlogamente o usando la ley
de los senos.
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Si ABC' es un triangulo con lados a,b, ¢, denotaremos a sus 3 circulos
excritos por C,, Cy y C. y a sus radios por r,,7, y 7. si es tangente en un
punto sobre el lado a, b y ¢, respectivamente.

Teorema 1.27 Sir es el radio del circulo inscrito a un tridngulo con lados
a,b,c y semiperimetro s y v4, Ty y T, son los radios de los circulos excritos a
los lados a,b y c respectivamente, entonces

r=\/(3_a)(8—b)(s_c)

S

1

¥

py P

"‘b‘\/(s_?i(;——c) )
TC:\/(S—a)Es—b)s’

Demostracién: Sean ABC un tridngulo con lados a.b.c y semiperimetro s,

C su circulo inscrito, r el radio y O el centro de C. Sea C, el circulo excrito

. a+b+ec
al lado a, r, su radio y O, su centro. Recordemos que s = —— y

denotemos por D, E y F' los puntos de tangencia de C con los lados a,b y ¢
respectivamente y por G, H e I los puntos de tangencia de C, con los lados
a, by c

Del corolario 1.25, deducimos las siguientes igualdades

AF=AFE, BF=BDyCD=CE (1.19)
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y entonces el perimetro del tridngulo ABC' es 2AF +2BD + 2CE, de donde

s=AF+ BD + CE. (1.20)
Ademas tenemos
a=BD+CD,b=CE+ AEyc=AF + BF (1.21)
y
. a+b+c_a_—a—l—b+c
==y =Tz
—b
b = 2OWE (1.22)
2
e — at+b—ec
S = e —

Sustituyendo (1.21) en (1.22) y usando (1.19)
—BD-CD+CE+AFE+ AF+ BF

s—a = AF
2
BD D — - F4+ BF
s—b — +C C’E2 AE + AF + — BD (1‘23)
BD+(CD+CE+ AFE — AF — BF
G0 = 5 =5

Para el circulo C, usando el corolario 1.25 se obtienen las relaciones
Al = AH, BI =BGy CG=CH
y entonces

2s = AB+BG+CG+ AC =
= Al - Bl + BG+CG+ AH — CH = 2AI,

de donde
s=Al. (1.24)

Por lo tanto, usando (1.23)

BI=s5-¢=CE. (1.25)
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Por otra parte, como los triangulos AOF y AO,I son semejantes pues
tienen en comiin un el dngulo < OAF y los dngulos < OAF y < O,AI son

L. OF. Usando (1.24)

rectos, —

Al O

AF
s KN4 (1.26)

También tenemos que los tridngulos rectdngulos OF B y BIO, son seme-

jantes ya que BO y BO, son las bisectrices interna y externa de < ABC, por
BI  Oal

lo tanto < OBO, = 90° y entonces < OBF =< BO,I. Por ende OF - BEF
y usando (1.25) y BD = BF,

CE 7,
r ~ BD’
es decir
CE. BD =13, (1.27)

Finalmente, multiplicando (1.26) y (1.27) y usando (1.23)
(s—a)(s—b)(s—c) AF.-BD-CE ,

LA
8 8

TZ\/(S—&)(S—E})(S—C)_

5

de donde

Por otra parte, despejando 7, en (1.27)
S BD:CE _ {s—b){s—it}
=T r o \/(s—a)(s—b)gs—c! -

\l s(s—b)?(s—c)? _\/s(s—b)(s-c)

(s—a)(s—b)(s—c) s—a
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Las otras igualdades se prueban andlogamente.

Lema 1.28 FEl drea de un tridngulo es igual a la suma del radio de su circulo
mscrito y su semiperimetro.

e
B

Demostracién: Sean ABC un tridngulo, C su circulo inscrito, r el radio y
O el centro de C y s el semiperimetro del tridngulo ABC'. Si denotamos por
Agppr el érea del tridangulo EDF, entonces

Aasc = Asos + Apoc + Acoa.

Como la altura del tridangulo AOB es el radio r del circulo C, tenemos
AB-r ; BC-r CA-r
que Aiop = 5 Anélogamente Apoc = 5 ¥ Acoa = 5 ¥

entonces
AB—'!’_l_BC'-?"_'_CA-T_
2 2 2
AB+BC+CAT
2

Teorema 1.29 (Férmula de Herén) El drea de un tridngulo ABC' con
lados a,b,c y semiperimetro s es

Aupc = \/8(3—-(1) (s —b)(s—c).

Demostracion: Sea r el radio del circulo inscrito. Como por el teorema

1.27
T=\/(3—a)(s—b)(8—c)

S

AABC‘ =

= 87.

del lema anterior obtenemos

AABC=3\/(S‘“)(3_b)(S‘C) = /s(s—a)(s—b) (s —c).

S
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1.6 Cuadrilateros ciclicos

Un poligono es ciclico si todos sus vértices estdan en un circulo.

Hemos visto que cualquier tridngulo es ciclico, pero no todo cuadrilétero
lo es. Para verlo basta tomar tres puntos 4, B y C en un circulo C y otro
D fuera de C, pues si existiera otro circulo C' que contuviera a los cuatro
puntos dados, deberia ser C pues los tres puntos A, B y C determinan un
unico circulo.

P, . B

D

¢

En esta seccién daremos condiciones necesarias y suficientes para que un
cuadrilétero sea ciclico y veremos algunas de sus propiedades.

Proposition 1 Un cuadrildtero convero es ciclico si y sdlo si la suma de
cada par de dngulos opuestos es igual a 180°.

Demostracion: Sea ABC'D un cuadrildtero con angulos o, 3, y 6. Si es
ciclico entonces los dngulos « y 7 subtienden la cuerda BD pero de la-
dos opuestos y por la observacién que sigue del teorema del dngulo central
a+ vy = 180°. Anf,loga.mente B+ 8§ =180°.

&'

D A

D > B

W

b
Supongamos ahora que oo+ = 180° y 4+ 6 = 180° y sean C el circulo
que pasa por A, By C y O su centro. Si D no perteneciera a C, entonces,
usando las proposiciones 1.20 y 1.21, 26 #< COA y como 208 =< AOC

o
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tendriamos que 26 + 28 # 360° lo que contradice que 3 + § = 180°. Por lo
tanto D también estd en C y el cuadrilatero es ciclico.

Ptolomeo (150 DC) probé el siguiente teorema sobre los cuadrildteros
ciclicos.

Teorema 1.30 (de Ptolomeo) El producto de las diagonales de un cua-
drildtero ciclico es igual a la suma de los productos de los lados opuestos.

Demostraciéon: Sean ABCD un cuadrildtero ciclico y C el circulo que lo
contiene. Sea E sobre la diagonal BD de manera que < DAE =< CAB.

A
B

D
C
Los tridngulos DAE y CAB son semejantes pues < EDA =< BCA ya
s AD AC
—— ; _ : AD _AC ;
que ambos dngulos subtienden el arco BA. Por lo tanto ED-BO' decir
AD-BC=FED- AC. (1.28)

Por otra parte los triangulos ADC y AEB son semejantes pues

< DAC =< DAE+ < EAC =< EAB

¥
< ABE =< ABD =< ACD

. = ) AB AC
ya que subtienden el arco AD. Por lo tanto BE=CD’ de donde
AB-CD = BE - AC. (1.29)

Sumando (1.28) y (1.29) obtenemos

AD-BC+AB-CD = ED-AC+BE-AC =
= (ED+ BE)AC =BD - AC
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que es lo que desedbamos probar.

El inverso del teorema de Ptolomeo también es cierto.

Teorema 1.31 Todo cuadrilatero tal que el producto de las diagonales es
wgual a la suma de los productos de los lados opuestos es ciclico.

Demostracién: Dado el cuadrildtero ABCD tal que
BD-AC=AD.-BC+ AB-CD (1.30)

sea I tal que los tridngulos AED y ABC sean semejantes.

A B

D

Entonces

AD AE DE
AC ~ AB ™ BC

(1.31)

N
< DAE =< CAB,
de donde
AD _ 4C
AE AB
¥

< DAC =< DAE+ < FAC =< FEAB

y entonces por la proposicién 1.14 los triangulos AEB y ADC son semejantes.
Obtenemos asi que

AB _ AC

BE CD
y como en la prueba del teorema de Ptolomeo de (1.31) y (1.32) deducimos
que

(1.32)

AD-BC + AB-CD = (DE + EB) AC,
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que junto con la igualdad (1.30) nos da
DE+ EB = BD,

lo que significa que E es colineal con B y D y por lo tanto
< ADB =< ACB

y D esté en circulo generado por A, B y C.

Proposicién 1.32 Si ABCD es un cuadrildtero ciclico con lados a = AB,
b= BC,c=CD yd= DA y E es la interseccion de las diagonales AC y
BD entonces

abDE = cdBE.

Demostracién: Los tridngulos ADE y BCE son_semejantes porque
< EFDA =< BCE, ya que ambos subtienden el arco BA, y, al ser opuestos
por el vértice, < ADE =< CEB. Por lo tanto

CE b
i — 1.33
DE d (133)

Por otra parte se prueba de manera analoga que los tridgngulos DCE y
ABE son también semejantes, de donde

CE

C
= (1.34)

Despejando C'E en las ecuaciones (1.33) y (1.34) e igualdndolas obtenemos

bDE  c¢BE :
— = , es decir
d a

abDE = cdBE.
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Proposicién 1.33 Si ABCD es un cuadrildtero ciclico con lados a = AB,
b=BC,c=CD yd= DA entonces

AC _ ad + be
BD  ab+cd

Demostraciéon: Si E es la interseccién de las diagonales AC' y BD, por la

proposicién 1.32 tenemos
abDE = cdBE. (1.35)

De manera anédloga se prueba también
bcAE = adCE. (1.36)
Si le sumamos ¢cdDE a los dos lados de la igualdad (1.35) obtenemos
(ab+ c¢d) DE = ¢d(DE + BE) = ¢cdBD
y si le sumamos beC'E a los dos lados de la igualdad (1.36),
bcAC = bc (AE + CFE) = (ad + be) CE.

Haciendo el cociente de las dos tltimas igualdades,

bcAC _ (ad + bc) CE
cdBD ~ (ab+ cd) DE

CE

y como DE = g por la semejanza de los tridngulos ADE y BCE (ver
(1.33)), tenemos el resultado deseado.

1.7 Ejercicios

1. El segmento entre los puntos medios de dos lados de un tridngulo mide
la mitad de la longitud del tercer lado y es paralelo a ese lado.

2. Pruebe el la proposicién 1.13 usando el lema 1.11.
3. Pruebe la proposicién 1.14 usando la ley de los cosenos.

4. Pruebe que dos triangulos rectdngulos que tienen la hipotenusa y un
cateto iguales son congruentes.
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10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

CAPITULO 1. GEOMETRIA

. Pruebe que si ABC es un triangulo isésceles con lados iguales AB

y AC y D es el pie de la altura sobre BC, entonces BD = DC' y
< BAD =< DAC.

Pruebe que las alturas correspondientes de dos tridngulos semejantes
tienen la misma razon que los lados correspondientes

Para ver que dos tridngulos isésceles son semejantes basta comprobar
la igualdad de uno de sus dngulos. ;Cudl y porqué?

Para ver que dos tridngulos rectangulos son semejantes basta compro-
bar la igualdad de uno de sus dngulos. ;Cudl y porqué?

Pruebe que la altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
divide el tridngulo en dos tridngulos semejantes entre si.

Pruebe que si unimos los puntos medios de los lados de un tridngulo
obtendremos un tridngulo semejante al tridngulo dado. jCudl es la
razén de semejanza?

Pruebe que el punto mediano del tridngulo es el punto de triseccién de
cada mediana.

Enuncie y pruebe el reciproco de la proposicién 1.22.
Pruebe el corolario 1.25.

Verifique numéricamente el teorema de Ptolomeo para cada uno de los
siguientes cuadrildteros inscritos en un circulo de radio uno.

a) Un cuadrado

b) Un trapecio isésceles uno de cuyos lados es un didmetro y sus otros
tres lados son iguales.

c) Un rectdngulo cuyas dimensiones estdn en la relacién 2:1.

Demuestre que el teorema de Ptolomeo aplicado a un rectangulo da el
teorema de Pitagoras.

Sean AB el didmetro de un circulo con centro en O y C un punto en
el circulo tal que < BOC = 60°. Si el didmetro del circulo mide 5
unidades, jcuanto mide la cuerda AC?
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1V

18.

19.

20,

21.

22,

23.

24.

25.

26.
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Sean C; y Cy dos circulos de radios 10 y 17 unidades respectivamente.
Si los circulos se intersectan de tal manera que la cuerda comin tiene
una longitud de 16 unidades, ;cual es la distancia entre los centros de
los circulos?

Los lados de un tridngulo ABC estén en razén 2 : 3 : 4. Si AC es el
lado més corto, D es el punto en AC tal que BD es la recta que bisecta
el angulo en B y la longitud de AC es 10, jcuél es la longitud de los
segmentos AD y DC?

Sea ABCD un rectangulo de lados 5y 3y E y F los puntos que dividen
la diagonal AC en tres partes iguales. Encuentre el drea del tridngulo
BEF.

En un tridngulo ABC' las medianas AM y C'N sobre los lados BC' y
AB, respectivamente, se intersectan en el punto O. Si P es el punto
medio del lado AC' y M P intersecta a C'N en el punto @, encuentre el
area del tridngulo ABC en términos del drea del triangulo OMQ.

Sea ABC un tridngulo equildtero de lado s. Se inscribe un circulo en el
triangulo y un cuadrado en el circulo. Encuentre el drea del cuadrado.

Sea ABC el tridngulo circunscrito a un circulo de radio r. Si el perimetro
del tridngulo ABC es p y el drea es k, encuentre £ en términos de 7.

Sean C un circulo, AB un diametro de C y AD y BC tangentes a C
que se intersecten en un punto de C. Si AD =ay BC =bcon a # b,
encuentre AB.

Un triangulo equildtero y un hexagono regular tienen el mismo perimetro.
Encuentre el area del hexagono si el drea del tridngulo es a.

Si un tridngulo tiene drea numéricamente igual al perimetro, encuentre
el radio del circulo inscrito.

Si los puntos A, B, @, D y C estén el circulo como se muestra en el
dibujo y las medidas de los arcos BQ y QD son 42° y 359 respectiva-
mente. Encuentre la suma de los dngulos en Py Q.
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27. En un tridngulo ABC, el punto F' divide al lado AC en la razén 1 : 2.
Si G es el punto medio de BF y E es el punto de intersecciéon de BC
y AG, jen qué razén divide E al segmento BC.
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Capitulo 2
Divisibilidad

2.1 Introduccién!

Estas notas estan hechas para acompanar uno de los cursos introductorios
disenados para profesores interesados en las materias que suelen ser el tema
de las Olimpiadas de Matematicas, el curso de Teorfa de Niimeros.

Su contenido esencial es la divisibilidad de los niimeros enteros, que desde
la época de los griegos ha sido materia de estudio y un campo vasto para
aquellos que quieren probar su ingenio.

Las notas no pretenden cubrir el tema completo ni mucho menos, son
solamente una gufa para poder seguir el curso; el lector interesado podra
encontrar muchos textos excelentes para adentrarse en la materia.

2.2 Divisibilidad

2.2.1 El algoritmo de la divisién

En esta seccién trataremos el tema de divisibilidad de los niimeros enteros
{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

y mas en particular de los mimeros naturales

Notas de Helga Fetter Nathansky
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Definicién 2.1 Sean a y b dos nimeros enteros con a # 0.. Diremos que

o b ,
a divide a b si — es un numero entero ¢ ¢ equivalentemente si podemos

a
escribir b = a - c. Decimos que b es un maltiplo de a y también que a es un
divisor de b. Usaremos la notacidn a/b.

De esta definicién inmediatamente podemos obtener los resultados si-
guientes:

Teorema 2.2 Sea a # 0.

1. a/b implica que a/bc para cualquier entero c.
2. Sib#0 entonces a/b y b/c implican a/c.
3. Sia#0, entonces a/b y b/a implican a = =+b.

4. Sia/b,a>0,b>0 entonces a < b.

Demostracién: 1. Si a/b entonces existe un entero d tal que b = a - d.
Luego bc=(a-d)-c=a-(d-c), es decir a/be.

2. Como a/by b/c existen enteros d y e tales que b=a-dyc=b-e.
Consecuentemente ¢ = (a - d) -e = a - (d - e) de lo cual se concluye que a/c.

3. Existen enteros d y e tales que b = a-dy a = b-e. Luego a =
(a-d)-e=a-(d-e). Dividiendo ambos lados por a obtenemos 1 = d - e, es
decir 6d =e=16d=e = —1. En el primer caso a = b y en el segundo
a =-1b,

4. Existe un entero d > 0 tal que b = d - a. Por lo tanto d > 1 6
equivalentemente b > a.

De aqui en adelante a, b, ¢, ..., 2,7, ... slempre denotardn niimeros enteros
y si escribimos a/b siempre daremos por sentado que a # 0. Ademds, cuando
no se preste a confusién, escribiremos ab en lugar de a - b para indicar la
multiplicacién de a por b.

Ejercicios

1. Demuestre que si a/b y a/c, entonces a/ (bz + cy) para cualesquiera
enteros r y y.
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2. Demuestre que si a/by a > 0,b > 0, entonces a < b.

Teorema 2.3 (Algoritmo de la divisién) Dados dos enteros cualesquiera
a yb cona>0 existen dos enteros q yr con 0 < r < a tales que

b=gqa+r. (2.1)
Demostracién: Fijémonos en la sucesién
b —3a,b—2a,b—a,0,b+a,b+2a,b+ 3a,...

Como a > 0, los niimeros de la forma na tienden a infinito cuando n recorre
los valores 1,2, 3, ...y de aqui vemos los niimeros de la forma b — na tienden
a menos infinito y los de la forma b+ na tienden a infinito. Por esta razén y
observando que b + na = b — (—n) a debe haber algin entero ¢ tal que

b—(¢g+1a<0<b—ga=r.

Por definicién se satisfacen 2.2 y 0 < r. Ademéds de b — (¢ +1)a < 0, se
deduce que
0>b—ga—a=r-—a,

es decir, r < a.

2.2.2 Maximo comun divisor

Definicion 2.4 Sean a y b nimeros enteros. Diremos que un nimero entero
d es un divisor comun de a y b si d/a y d/b.

Si |a| denota el valor absoluto de a, como tanto d < |a| como d < |b],
resulta que el mimero de divisores comunes de a y b es finito, lo cual nos
permite hacer la siguiente definicion:

Definicién 2.5 El mdzimo comain divisor de a y b denotado por (a,b)
es el mayor de los divisores positivos comunes de a y b. Si (a,b) = 1 se dice
que a y b son prtmos entre si.

De esta definicién se deduce de inmediato que
(a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a, —b).

Para calcular el méximo comin divisor entre a y b bastara listar los
divisores positivos de cada uno de ellos y ver cudl es el nimero mayor que
aparece en la lista.
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Ejemplos
e Encontrar el maximo comiin divisor entre —124 y 310.

Los divisores positivos de —124 son: 1,2,4,31,62,124 y los de 230 son
1,2,5,10,31,62, 165, 310.

Entonces los divisores comunes positivos de —124 y 310 son 1,2,31 y
62 y por lo tanto (124, 310) = 62.
e Demuestre que si a = bg + r, entonces (a,b) = (b,7).

Si d/ay d/b. por el ejercicio 1 de la pdgina 46, d/ (a — bq) y también
si f/by f/r entonces f/(bg+r) é dicho de otro modo, si d/a y d/b
entonces d/r, y si f/by f/r entonces f/a. Hemos probado que el con-
Jjunto de los divisores comunes de a y b es el mismo que el conjunto de
divisores comunes de b y r. Consecuentemente (a,b) = (b, 7).

Sin embargo para calcular el maximo comiin divisor entre a y b podemos
proceder de otra manera, aplicando el algoritmo de la divisién repetidas veces
como veremos enseguida:

Teorema 2.6 (Algoritmo de Euclides) Sean a y b naturales. Considere-
mos la lista siguiente:

a=bgq, +r, donde 0 <71, <b.
b=1riqy+ 1y donde 0 < 1y < 7y.
1 =T9q3 + 73 donde 0 < 13 < 9.
Tmg—3 = Tmo—2Gm; + T'm1.

Tmo—2 = Tmo—19mg + Tmg-

Tmo—1 = TmoGmo+1 + 0.

En esta lista obtenemos el emésimo miembro mediante el algoritmo de
la divisidn, encontrando el residuo que se obtiene al dividir Tp,_o POT Tpy_q.
Como en este proceso se tiene que ry > r9 > ... y todos los residuos son
no negatiwos, hay un momento en el que rp,,.1 = 0. Entonces se tiene que
G B =
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Demostracién: Aplicando el segundo ejemplo de la pigina 48 repetidas
veces tenemos que

(a,b) = (b,71) = (r1,72) = ... (ol P ) =Ty

donde la tltima igualdad se obtiene de que 7,,,-; es miiltiplo de r,,,.

Del teorema anterior de inmediato podemos sacar la siguiente consecuen-
cia:

Lema 2.7 Sea a un nimero natural. Entonces (a,a+ 1) = 1.
Demostracién: Usando el algoritmo de Euclides tenemos que
a+l=a-1+1l,a=1-a+0,
y de aqui tenemos el resultado que queremos.
A continuacién daremos una caracterizaciéon del maximo comin divisor,

que si bien no es de mucha ayuda para hallarlo, si es muy 1itil para aplica-
ciones tedricas.

Teorema 2.8 Si d = (a,b), entonces existen enteros zo y yo (que pueden
ser negativos), tales que
d = azy + byo.

Es mds, d es el minimo valor positivo de las expresiones ax + by cuando x y
y recorren todos los niimeros enteros.

Demostracién: Despejando en las 1iltimas ecuaciones del teorema anterior
y sustituyendo, se tiene

d =Ty, = Tmg—2 — Tmg—19mg ¥ COMO
Tmo—1 = Tmog—3 = Tmg—2@mg—1,
d= Tmg—2 — (Tmo—S s Tmu—ZfImn—l) Gmg = Tmg—2 (1 4+ Qmo—Ian) — Tmg-3.

Siguiendo este método repetidas veces, obtenemos que
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d=ZmTm + Ymlm-1 para m = mg,mg — 1,...,2,1

donde cada z,, y cada y,, es un entero que depende de las ¢;.
Finalmente llegamos a que

d = z1m + 179y como
rp=b-rigg ¥y
r1 = a — bg;, combinando todo esto se tiene que

d=1z1r1 + 1y (b—rq) = b+ 7 (21— y1g2) =
= b+ (a—bq) (21 — 11¢2),

d=a(r1—1q)+b(y +ne —az).
Sizg =21 —11¢2 ¥ Yo =t (1 + ¢2) — q1z1, podemos escribir
d = axg + byo.

Siahora e =az+byye > 0; como a=dAy b= dB para ciertos enteros
Ay B, obtenemos que e = dAz + dBy = d (Az + By), o sea que d/e y como
e > 0, esto significa que d < e (ver ejercicio 2 de la pagina 47), es decir que
d es la minima expresién positiva de la forma az + by.

También se puede proceder al revés: Sea | = azg+byg la minima expresién
positiva de la forma az + by. Veremos que l/a y 1/b.

Usando el algoritmo de la divisién supongamos que a = lu + 7 con 0 <
r < [. Entonces

r=a—lu=a-— (azg+ byy) = a(l — zo) — byo.

Como r < [, y | es la minima expresién positiva de la forma
az + by, r no puede ser positivo, de manera que r = 0, a = lu y [/a. De
la misma forma se ve que [/b. Con esto queda establecido que [ es un divi-
sor comun positivo de a y b. Comprobaremos ahora que es el minimo. Sea d =
(a,b) y supongamos que a = dA y b = dB. Entonces
| = dAxg + dByy = d(Azo + Byp). Consecuentemente d/I de lo cual se
deduce que d < [. Por otro lado tanto | como d son divisores comunes de a

y by d es el mdximo de los divisores comunes; entonces [ < d y por lo tanto
b=d
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Ejemplo
e Calcule d = (238,117) y exprese a d como combinacién de la forma
238z + 117y.
238=117-2+4
117=4-29+1
4=4-1+0.
Consecuentemente (238,117) = 1. Ademds tenemos que
1=117-4-29
4 =238 —117-2 y de aqui
1 =117 — (238 — 117-2) 29 = 238 - (—29) + 117 - (59) .

2.2.3 Propiedades del maximo comiin divisor

Veremos algunas caracteristicas del méximo comiin divisor que pueden sernos
titiles para calcular méds expeditamente este nimero.

Teorema 2.9 Sean a,b nimeros enteros.

(a) Sid=(a,b) ye es cualquier divisor comin de a y b, entonces d/e.
(b) Sea k > 0 un nimero natural y a y b enteros. Entonces

(ka, kb) = k (a,b) .

(¢c) Sih/a yh/byh >0, entonces
a b 1
(E, E) = E (a,b) .

Demostracién: (a) Por el teorema 2.8, d = azy + by y por el ejercicio 1
de la pagina 46, si e/a y e/b, entonces e/ (axg + byg) = d y esto finaliza la
prueba de (a).

(b) (ka, kb) es el minimo niimero positivo de la forma kax + kby que a su
vez es k veces el minimo nimero positivo de la forma az + by, o sea es igual
a k(a,b), con lo cual queda probado (b).

Para demostrar (c) usamos (b):
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w01= (15) =4 (5.3)

y dividiendo ambos lados por h tenemos el resultado deseado.

A continuacién daremos uno de los resultados mds importantes en la
teoria de la divisibilidad:

Teorema 2.10 Sean a,b y c enteros. Supongamos que ¢ divide a ab y que
(b,c) = 1. Entonces ¢ divide a a.

Demostracion: Por el teorema anterior parte (b) tenemos
(ab,ac) = a (b,c) = a.

Como c es un divisor comiin de ab y de ac por el teorema anterior parte (a),
resulta que ¢/ (ab, ac) = a.

Corolario 2.11 Sean ay, a9, ...,a, y ¢ enteros. Supongamos que ¢ divide a
a1 Gy * ...  Gn, queT < n Yy que (a;,¢) = 1,34 = 1,2,...,n, n # r. Entonces
&gy

Ejemplo
e Muestre que para cualquier natural n, los ntimeros n? 4+n—1y n?+2n
son primos entre si.
Usando el algoritmo de Euclides obtenemos que
n+o2n=m*4+n-1)-1+(n+1),
n+n—1=Mn+1)(n-1)+n,
n+l=n-1+41.
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Ejercicios

1. Usando el algoritmo de Euclides encuentre el maximo comiin divisor
de

(a) 2689 y 4001
(b) 2947 y 3997

2. Encuentre los valores de z y y que satisfagan
(a) 486z + 198y = 18
(b) 27z — 66y =3

3. Demuestre el corolario 2.11.

4. Si definimos a (a,b,c) como el méximo comiin divisor de a,b y c de-
muestre que (a,b.c) = ((a,b),c).

5. Pruebe que si (a,4) =2y (b,4) = 2 entonces (a + b,4) = 2.

2.2.4 FEl minimo comun miiltiplo y sus propiedades

Muy ligado al concepto de méximo comiin divisor estd el de minimo comtin
muiltiplo de dos enteros. Es claro que si a y b son dos niimeros enteros, a - b
es miltiplo tanto de a como de b, es decir a - b es miiltiplo comtin de a y b.
Con esto en mente formulamos la siguiente definicién:

Definicién 2.12 Si a y b son nimeros enteros, el menor de los miltiplos
positivos de a y b se llama el minimo comin mailtiplo de a y b y se
denota por m.c.m de a y b ¢ por [a,b].

Tenemos un resultado semejante para el minimo comin multiplo al que
se obtuvo en el teorema 2.9 para el miximo comin divisor.

Teorema 2.13 Sean a y b enteros. Entonces

(a) Sih es cualquier miltiplo comin de a y b, y m = [a,b], entonces m/h.
Como es claro que si h es tal que m/h entonces h es miiltiplo comin
de a y b, resulta que el conjunto de miltiplos comunes de a y b es el
que consta de los nimeros

s ovny — DNy B, =, O, 2, Sty o
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(b) Sik >0, entonces [ka, kb] = k[a,b].

Demostracién: (a) Sea h un multiplo comiin de a y b. Entonces, por el
algoritmo de la divisién,
h=gm+r

donde 0 < r < m. Como a/h y también a/m, por el ejercicio 1 de la pagina 46
resulta que a/r. De la misma manera obtenemos que b/, de lo cual resulta que
7 es miiltiplo comin de a y b. Como m es el minimo comtin miiltiplo positivo
y 0 <7 < m,ar nole queda mds que ser igual a 0 y consecuentemente
h = gm.

(b) Sean k > 0, m = [a,b] y | = [ka, kb] . Como a/m y b/m resulta que
ka/km y kb/km lo cual nos dice que km es un miiltiplo comin de ka y kb.
por (a) deducimos que I/km. Como I es miiltiplo de ka en particular lo es de
k y podemos escribir I = k¢ donde ¢ es un ntiimero natural. Entonces como [
es multiplo comin de ka y de kb, tenemos que ka/kc y kb/ke, es decir a/cy
b/c. Por (a) resulta que m/c, o sea que km/kc = I. De aqui concluimos que
k= L.

Ejercicio

1. Calcule (a,b) y [a,b] si @ y b son mimeros naturales tales que a/b.

2.3 Los nimeros primos

Uno de los conceptos més importantes relacionados con la divisibilidad de
los mimeros enteros es el de nimero primo. De hecho, como veremos en esta
seccion, los niimeros primos son los ladrillos a partir de los cuales se pueden
construir todos los niimeros enteros.

Definicién 2.14 Un entero p > 1 se llama nimero primo si sus inicos
dwisores son £1 y +p. A los nimeros de la forma —p con p primo se les
llama primos negativos. y los enteros distintos de +1 que no son ni primos
ni primos negativos se llaman nimeros compuestos.

Como vemos, un nimero p natural mayor que 1 es primo si no se puede
expresar de la forma a - b con a,b naturales ambos distintos de 1, es decir p
no es miiltiplo de ningiin natural menor que p que no sea 1.
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Supongamos ahora que p/a,as...a,. Si p no divide a a;, por el argumento
anterior p/as...a,; si p tampoco divide a a, entonces, nuevamente por el
argumento anterior, p/as...a,. Proseguimos asi hasta hallar una ¢ < n tal

que p/a;. Esta i siempre existe, pues si en el peor de los casos obtuvimos que
p no divide ni a a; ni a ay ... ni a a,_; resulta que entonces p/a,,.

A continuacién probaremos el resultado principal de esta seccién que nos
asegura que todo entero m se puede expresar de manera tinica de la forma

m = E£pipy...pr

donde cada p; es un nimero primo no necesariamente distinto de los demds y
la unicidad se interpreta en el sentido de que en cualquier otra expresién de
m como producto de primos aparecen exactamente los mismos primos que en
la primera y con la misma multiplicidad (es decir se repiten el mismo nimero
de veces); la tinica diferencia puede ser el orden en que aparecen estos primos.

Ejemplo
® 225=5-5-3-3=3-5-3-5.

Teorema 2.16 (fundamental de la aritmética) Todo nimero natural
distinto de 1 se puede factorizar de manera unica como producto de primos.

Demostracion: Primero veremos que todo natural se puede factorizar en
primos, después nos ocuparemos de la unicidad.

Sea n un natural cualquiera distinto de 1. Como los mimeros de la forma
2™ =2.2...-2 (m factores) tienden a infinito, existe algiin natural m tal
que n < 2™,

Sin es primo ya esté descompuesto como producto de primos con un solo
factor. Si no es primo, n = a - b donde a y b son dos naturales mayores
0 iguales a 2; es decir n > 2-2. Si a y b son primos ya terminamos; si
alguno de los dos no lo es entonces podemos escribir a n como un producto
de 3 enteros ¢,d y e todos ellos mayores 6 iguales a 2, lo cual significa que
n=c-d-e>2-2-2

Si ¢,d y e son primos si no alguno de ellos se puede expresar como un
producto de dos factores mayores 6 iguales a 2 y asi n es un producto de 4
factores todos mayores 6 iguales a 2 lo cual significa que n > 24.
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2.3.1 La criba de Eratdstenes

;,Cémo podriamos proceder para hallar todos los primos? Esta pregunta ya
ocupaba a los antiguos griegos y de hecho fue resuelta por el matemético
griego Eratéstenes hacia el ano 200 A.C.

El procedimiento es como sigue:

Escribimos en una lista de corrido todos los niimeros naturales:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, ...

Nos fijamos en el primer nimero primo de la lista que segtin nuestra definicién
es 2. Acto seguido quitamos de la lista a todos los multiplos de 2 mayores que
2:4,6,8,10,12,14, 16, 18, ... y nos quedamos con 1,2, 3,5,7,9,11, 13, 15, 17, ...

El segundo primo serd entonces el primer niimero mayor que 2 que no
quitamos, es decir 3, pues 3 no es divisible por 2. Quitamos ahora los miiltiplos
de 3 mayores que 3 que quedan en la lista: 9, 15,21, 27, . y nos quedamos con,
1,2,3.5,7,11, 13,17,19,23,25. ....

El siguiente primo es el primer nimero mayor que 3. que no hemos
tachado, a saber 5 ya que 5 no es ni miiltiplo de 2 ni de 3. Quitamos
ahora los muiltiplos de 5 mayores que 5 de la lista anterior quedandonos con
1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ... y razonando como antes vemos que el siguiente
primo es 7 ya que no es divisible ni por 2, ni por 3, ni por 5.

Siguiendo con este procedimiento puede uno hallar la lista consecutiva de
primos. Afortunadamente hoy en dia contamos con potentes computadoras
para facilitarnos la tarea.

2.3.2 El teorema fundamental de la aritmética

Veremos ahora por qué es tan importante conocer a los niimeros primos, pero
para esto necesitamos primero el siguiente resultado:

Teorema 2.15 Sean a,b,ay,ay,...,a, nmimeros enteros. Si p es un nimero
primo y p/ab entonces 6 p/a ¢ p/b; mds generalmente, sip/a,as...a, entonces
p/a; para alguna 1 < i < n 6 dicho con palabras, si un primo divide aun
producto, forzosamente divide a uno de los factores.

Demostraciéon: Como p es primo, si p no divide a a, entonces p y a no
pueden tener divisores comunes, es decir (a,p) = 1. Como sin embargo p/ab,
aplicando el teorema 2.10 concluimos que p/b.
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Y asi continuamos hasta que n finalmente queda expresado como un pro-
ducto de primos. Que esto se logra en a lo més m pasos estd garantizado por
el hecho de que n < 2™.

Respecto a la unicidad:

Sea n un natural y supongamos que tenemos dos maneras de escribir a
n como producto de primos. Dividiendo entre los primos comunes llegamos,
una igualdad de la forma

iP2..-Pr = q1G2...4s.

Si suponemos que el producto anterior no vale 1, entonces existe alguna
pi # 1 que no aparece en el lado derecho, lo cual es imposible ya que por el
teorema 2.15 se tendria que como p;/qiqs...qs entonces p;/q; para alguna j
pero g; es primo. De aqui se deduce que al cancelar los primos que aparecen
en ambas expresiones llegamos a que 1 = 1 y que n tiene una tinica manera
de descomponerse como producto de primos.

Corolario 2.17 Sin es un nimero natural mayor que 1, eriste una manera
unica de escribir n de la forma

PR 11 5 | T2 e
n=p, "P2" -0

conpr <pr<..<p,r>2lym;>21parai=1,..,r.
Llamamos a esta descomposicion la descomposicion inica como pro-
ducto de potencias de primos de n.

Demostracién: Simplemente ordenamos los primos que se obtienen en la
descomposicién de n en el teorema anterior segin su magnitud y en lugar de
p-p-...-p (k factores) escribimos p* en cada instancia.

Corolario 2.18 Sin es un nimero natural mayor que 1, n se puede escribir
de la forma
e
n=qt gt g

donde q1,qa, ..., q son los primeros | primos, ordenados por su tamario y 0 <
W pared =1, 2.1

Demostracién: Simplemente tomamos la representaciéon obtenida en el
corolario anterior y ahadimos los términos de la forma q,?‘,, si es que g, no
aparece en dicha representacion.
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Observemos que la representacién obtenida en el corolario 2.18 no es 1inica
pues podemos agregar tantos términos de la forma ¢° como queramos.

Del teorema fundamental de la aritmética obtenemos de inmediato la
forma de los divisores de un niimero natural dado.
Lema 2.19 Sea n un natural distinto de 1 y n = p{™ - py? - ... - p™ su
factorizacion inica en producto de potencias de primos. Entonces cualquier
divisor de n es de la forma pi* -p3*-...-pir con0 < s; < m; parai=1,2,..,r;
es mds, cualquier divisor de n es de esa forma.

Demostracién: Sea d un divisor de n y supongamos que la descomposicién
tinica en  producto de potencias de primos de d es
d =gl g2. ...q;’ con q; < ... < g; Como d/n, del teorema 2.15 tenemos
que ¢; debe de dividir a alguno de los factores de n, es decir que ¢; = p,,
para algun indice r; > 1. Como entonces (qil,p:-”‘) =18 1<4{<riEr
por el corolario 2.11 tenemos que qi‘ /P lo cual implica que gt = pf}l y
l; < my. De la misma manera obtenemos que existe r, > r; tal que ¢ = pf,g,
l» < my y asf sucesivamente hasta que llegamos a que d = pft -p!2 - pf{, es la
descomposicién tinica de d en producto de potencias de primos. Si tomamos
ahora como 0 los exponentes de los p; que no aparecen en la descomposicién
anterior, hemos probado la primera afirmacién del lema.

La segunda es clara, pues si d = pi* - p3? - ... - p¥* con 0 < s; < m; para

t=1,2,...,r entonces n = d - (p’l“"_‘“ -l T -pj_“*“s’") con m; —s; > 0
parai=1,2, ...,

Corolario 2.20 Sia = p™ -p§2 - ... p™ y b = ph - pi . ... - pIr donde
P1<p2<..<prymyl; > 0. entonces

(a) (a,b) = printmhi} pmin{male} | pmin{mede} donde min {my, I;} significa

el minimo de los niumeros m; y ;.

(b) [a,b] = p];]ax{ml,h} .p;nax{mz,lz} . _p;nax{mr,h} donde max {mi; Ei} significa

el mdximo de los nimeros m; vy I;.

Corolario 2.21 Sia yb son numeros enteros distintos de 0, entonces (a,b)-
[a’a b] = |a ' bl
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Demostracién: (c¢) Como

(a,b] = [a, —b] = [—a,b] = [—a, -]
y de la misma manera

(a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a, —b)

basta probar esta afirmacién paraa >0y b > 0.

Pero en este caso el resultado es claro por el corolario anterior, ya que si
max {m;,l;} = m;, entonces min {m;.l;} = I; y viceversa, si max {m;,;} = I;,
entonces min {m;.l;} = m,; y consecuentemente max {m;, [;} - min {m;,[;} =
m; + l;, pero

mi+11 Tyt

a-b=pj o

Ejemplo
e Encuentre el minimo comtn muiltiplo y el maximo comin divisor de
482 y 1687.
Observamos que 482 = 2 - 241 y que 1687 = 7 - 241.

De aqui se concluye que

(482, 1687) = 241y [482,1687] = 2 - 7 - 241 = 3374.

e Sean a y b numeros naturales tales que (a,b) = 1 y ab es un cuadrado
perfecto. Entonces a y b a su vez son cuadrados perfectos.

Escribimos a a y b en su expresién tinica como producto de potencias
de primos
-_— L — ﬁ ®
a=pH.p yh=g..g%.
Entonces, puesto que a y b son primos entre si, todas las p; son distintas

de todas las g; de manera que la expresién unica como producto de
potencias de primos de ab estd dada por

ab = p..p2m ¢ .qPr.

Como ab es un cuadrado, todos los primos en su descomposicién deben
de aparecer con potencias pares y esto resuelve el problema.
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El resultado siguiente nos muestra que hay una infinidad de primos, lo
cual no es obvio a priori, pues si bien la cantidad de nimeros naturales es
infinita, también lo es la de cualquier conjunto de la forma p, p?, p?, ... donde p
es primo y podria darse el caso que cualquier niimero natural fuera producto
de potencias de primos que pertenecieran a un conjunto finito.

Teorema 2.22 (Euclides) El nimero de primos es infinito.

Demostracién: Para probar esta afirmacién veremos que dada una coleccién
finita de primos siempre podemos hallar un primo que no est4 en la coleccién.

Supongamos que tenemos el conjunto de primos {pi,ps, .., .p.} . Nos fi-
jamos en el niimero

n=pi-pg-..-prt+1L

Por el lema 2.7, (n,p; - p2 - ... - p;) = 1, y de aqui inferimos que ninguno de
los primos de la coleccién divide a n. pero por el corolario 2.17, n se expresa
de manera 1inica como

(a3 183
n=gqy'-..q;°

con s,a; > 1. Entonces ¢, es un primo que no pertenece al conjunto inicial.

Ejercicios
1. Calcule (a,b) y [a,b] si @ y b son mimeros naturales tales que a/b.

2. Si [a, b, c] denota al minimo comin miiltiplo de a, b y ¢ encuentre todas
las ternas de niimeros naturales a, b y c tales que se satisfagan a la vez
(B, 0, 0) = 10y [o.byg] = 100,

3. Si py ¢ son primos distintos de 2 pruebe que p* + ¢% no puede ser un
cuadrado perfecto.

2.4 Congruencias
El concepto de congruencia surgié originalmente como una especie de taquigrafia

para la divisibilidad, la cual ha facilitado enormemente algunas de las tareas
de esta &rea.
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Definicién 2.23 Diremos que dos nimeros enteros a y b son congruentes
mddulo el entero m si a — b es divisible por m y en ese caso escribimos

a = b(modm.)

Ejemplo

e Los numeros de la forma 7, 17,27, 107, 2347 todos son congruentes entre
si médulo 10 ya que la diferencia de cualesquiera dos de ellos es un
muiltiplo de 10.

Lema 2.24 Sean a,b,c, m nimeros enteros. Entonces

(a) a=a(modm).

(b) Sia=b(modm) entonces b= a(modm).

(c) Sia=b(modm) yb=c(modm) entonces a = c(modm).

Demostracion: Se le deja al lector.

2.4.1 Propiedades de las congruencias

Las congruencias tienen varias propiedades que son compatible con las de la
suma y producto. Con esto lo que queremos decir es lo siguiente:

Teorema 2.25 Sean a,b,c,d, m nimeros enteros.

(a) Si0<b<mya=b(modm) entonces b es el residuo que se obtiene al
dividir a entre m.

(b) a=0(modm) si y sdlo si m/a.

(c) Sia = b(modm) y c = d(modm) entonces a+ ¢ = b+ d(modm) y
a—c=b—d(modm).

(d) Sia=b(modm) yc=d(modm) entonces ac = bd (modm) .

(e) Sia=0b(modm) entonces a™ = b™ (modm).
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Demostracién: (a) a = b(modm) significa que existe un entero z tal que
a —b=mz, olo que es lo mismo, a = mz + b y como 0 < b < m, esto nos
indica que b es el residuo que se obtiene al dividir a entre m.

(b) Sale inmediatamente de (a).

(¢) a=b(modm) y ¢ = d (modm) implica m/ (a — b) y m/ (c — d) y por
el ejercicio 1 de la pagina 46, m/ (a +c— (b+d)) y m/(a—c— (b—d)).

(d) Si a = b(modm) y ¢ = d(modm) entonces existen enteros = y y
tales que

a=b+mzyc=d+my.

De aqui tenemos que ac = bd + m(by+dz+mzy), es decir
ac = bd (modm) .

(d) Esto se obtiene al aplicar el inciso (c¢) a @ = b(mod m), obteniendo
asi a® = b? (mod m) , luego se aplica (c) a a = b(modm) y a a? = b2 (mod m)
lo cual da a® = b* (modm) y asf sucesivamente.

Observemos que en el teorema anterior no mencionamos nada acerca de
la division, pues en general no es cierto que si ac = bc (mod m) entonces a =
b(modm) , es decir, aunque al dividir entre ¢ dos niimeros e y f congruentes
moédulo m obtengamos sendos enteros, éstos no tienen que ser congruentes
moédulo m.

Ejemplo
® 16 = 4 (mod12), pero 4 A1 (mod 12) pues 12 no divide a 4 — 1.

Sin embargo, si se satisface una hipétesis adicional si podemos dividir de
ambos lados de la congruencia:

Teorema 2.26 Sean a,b,c,m nimeros enteros. Si (c,m) = 1 entonces de
ac = be (modm) se puede concluir que a = b(modm).

Demostracién: Como ac = bc(modm) , tenemos que m/c(a —b) . Pero
como (¢,m) = 1 del teorema 2.10 obtenemos que m/ (a —b), es decir a =
b(modm) .

Después de haber analizado algunas de las propiedades de las congruen-
cias, es hora de ver para qué sirven, lo cual mostraremos con unos ejemplos.
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Ejemplos

e Calcule el residuo que se obtiene al dividir 752 entre 13.

7? = 10 (mod 13) , consecuentemente

7* = 10? (mod 13) = 9 (mod 13) (2.2)
Por otro lado 9% = 3 (mod 13) y

9% = 27 (mod 13) = 1 (mod 13), (2.3)
asf que (74)° = 78 = 3 (mod 13) y

7% = 9 (mod 13). (2.4)
Por lo tanto usando 2.2, 2.3 y 2.4 obtenemos
72 = (7). 7" = 9. 9 (mod 13) = 19 (mod 13) = 9 (mod 13)

es decir el residuo buscado es 9.

e Pruebe que 10" = 1 (mod 3) para cualquier niimero natural n.

Claramente 10 = 1(mod3) y de aqui la conclusién se obtiene de in-
mediato aplicando el inciso (e) del teorema 2.25 .

e Pruebe que un nimero natural m es divisible entre 3 si y sélo si la suma
de sus cifras es a su vez divisible entre 3.

La expresion decimal de m estd dada de la forma:
i =t - 10™ 4 Gy » 10 4 o4 G- 104 8.

Por el ejemplo anterior 10" = 1(mod 3) y consecuentemente de (c) y
(d) del teorema 2.25 obtenemos que

M=ay-14 ... 4011+ a9 (mod3) =a,+ ay-1 + ... + ap (mod 3) ,
de manera que m = 0 (mod 3) si y sélo si

On + Gn-1+ ... + gp = (mod 3) .
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e Pruebe que n® — 1 es divisible entre 7 si (n,7) = 1.

Sin=0(mod7), n® =0 (mod7)

Sin=1(mod7), n® =1 (mod7)

Sin=2(mod7), n®=1(mod7)
Sin=3(mod7),n*=6(mod7) = —1(mod7) y n® =1 (mod7)
Sin=4(mod7),n®=1(mod7)yn® =1 (mod7)
Sin=5(mod7),n?=4(mod7) y n® =1 (mod7)
Sin=6(mod7),n?=1(mod7) y n®=1(mod7)

De aqui observamos que cualquier nmimero que no es divisible entre 7
satisface que n® = 1 (mod 7) o, equivalentemente

n® —1=0(mod7).

Ejercicios

1.
2.
3.

Pruebe el lema 2.24.

3

Pruebe que n° — n es divisible entre 6, y n° — n es divisible entre 30.

Pruebe que un niimero m = a, - 10 +a,_; - 10" + ... + a; - 10 + aq
es divisible entre 11 si y sélo si 3°; ag; — 3; agiy1 es divisible por 11.

Encuentre todos los niimeros naturales tales que 2" +1 es divisible entre
<
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Capitulo 3

Combinatoria

3.1 Prefaciol

La combinatoria estudia ciertos aspectos enumerativos (o de “conteo”) de
conjuntos finitos de objetos. Puede por tanto considerarse como una rama,
o un conjunto de técnicas, ancladas a la vez en la aritmética y en la teoria
de conjuntos (finitos).

Sin embargo, esta descripcién es demasiado parca, pues en realidad la
combinatoria nos ayuda a resolver una enorme variedad de problemas en
muchas ramas, tanto de las matemaéticas mismas como de sus aplicaciones.
En cierto modo, ese es el objetivo de estas notas: describir el origen y la
aplicacién de esas técnicas combinatorias, pero més que nada ilustrarlas me-
diante ejemplos.

Ahora bien, las notas estdn dirigidas a profesores de ensenanza media
superior y no a estudiantes propiamente. Por ello, estdn escritas en un es-
tilo que quizé no sea el més ortodoxo matematicamente hablando, ni el més
apropiado para la ensefianza directa del conocimiento, pero que me parece
un buen compromiso para que se pueda entender la esencia de las ideas: es
decir, no me dirijo a profesionales de las matemaéticas, pero ademas he inclu-
ido material que normalmente no se darfa a un estudiante de preparatoria,
mas puede ayudar al instructor a responder a algunas de las inquietudes que,
en mi opinién, pudieran surgir en la mente de un estudiante inquisitivo.

Por supuesto, una comprensién cabal de cualquier teoria o método mate-
matico solo se adquiere mediante la practica, y por ello se incluyen bastantes

Notas de Fausto Ongay Larios
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ejercicios, algunos de ellos con solucién. Es importante enfatizar aqui que la
solucién de un problema mateméatico dado casi nunca es automética y que,
en general, no existe un tnico método de solucién, ni siquiera un método
optimo: sdlo existen métodos correctos e incorrectos para resolver un pro-
blema dado. Por ello, las respuestas que se dan deben considerarse como un
referencia, y es conveniente que el lector intente sus propias respuestas

Y aqui, aunque en teoria el nimero de posibilidades es ilimitado, la ima-
ginacion del autor no lo es, y muchos de ellos estén extraidos de las fuentes
que citamos en la bibliograffa (anotada), con cuyos autores estoy en clara
deuda.

3.2 Conjuntos finitos

Recordemos ante todo algunas nociones elementales de la teorfa de conjuntos:
Primeramente, la propiedad més bésica es que los conjuntos estdn carac-
terizados por sus elementos. La notacién usual para un conjunto es

A = {z | z satisface P}

donde la variable z denota a los elementos del conjunto A, y P es alguna
propiedad que caracteriza a los elementos de A. Por ejemplo, si queremos
describir al conjunto P de los nimeros enteros positivos y pares, podemos
escribir

P = {z | z es un entero positivo y par}

(la raya vertical se lee “tales que”). Como hemos dicho, esta relacién entre
un conjunto y sus elementos es la mas fundamental en la teoria de conjuntos;
se llama relacién de pertenencia, y se denota por €. Asi por ejemplo,
escribimos 2 € P.

Conviene sefialar que a veces se puede remplazar la escritura explicita de
la propiedad P por alguna descripcién de otro tipo, pero siempre y cuando
ésta sea perfectamente clara: Por ejemplo, si est4 completamente claro que
hablamos de los pares positivos, podemos escribir

P={z|2=2,4,6,8,..};

0 incluso podemos suprimir la referencia a la variable z y escribir algo como
P = {2,4,6,...}, pero siempre hay que tener cuidado de que no vayamos
incurrir en ambigiiedades.
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Otras nociones basicas de teoria de conjuntos que necesitaremos son las
de subconjunto, funcién y cardinalidad:

Decimos que el conjunto A es subconjunto del conjunto B si todo ele-
mento de A lo es también de B. En tal caso escribimos A C B. Nétese que
por definicién, A C B si y sélo si para todo z € A se tiene también = € B.

Intuitivamente hablando, una funcién f es una relacién, o regla de corres-
pondencia, entre los elementos de dos conjuntos, digamos A y B, llamados
dominio y codominio, respectivamente, de modo que a cada elemento del
dominio A corresponde uno y sélo un elemento del codominio B. M4s
precisamente, una funcién consta de los tres elementos: dominio, codominio
y regla de correspondencia, aunque usualmente se tiene el caso que dominio
y codominio quedan claros del contexto, de modo que la 1inica informacién
relevante es la regla de correspondencia (aunque hay que tener presente que
la definicién involucra a las tres partes).

Hay varias notaciones para una funcién; la més comiin es escribir sélo la
regla de correspondencia como y = f(z) o simplemente f(z), aunque nosotros
utilizaremos también la notacién z — f(z).

Sin duda, en las aplicaciones el tipo de funciones que méas comunmente
aparecen son las funciones reales de variable real, es decir funciones con
dominio y codominio los nimeros reales R, o en otras palabras, que asocian
nimeros reales a niimeros reales, como por ejemplo f(z) = z? 6 f(z) = Inz;
pero es importante tener siempre presente que la definicién es mucho més
amplia.

En el caso de una funcién biyectiva, o correspondencia biunivoca, se usa la
notacién x < f(z). Hagamos una pausa para explicar esta idea: aunque para
una funcién arbitraria f se cumple que y = f(z) estd totalmente determinado
por z, en general no es cierto que todo y en el codominio esté determinado
por z en el dominio, ni que cada y esté determinado por un 1inico z. Cuando
la primera condicién se cumple, es decir, que todo y estd determinado por
un z, decimos que la funcién es suprayectiva (o sobre); cuando la segunda
condicién se cumple, es decir, que cada z tiene asociado un tinico y, decimos
que la funcién es inyectiva (6 1 a 1). Es cuando ambas condiciones se
cumplen que decimos que la funcién es biyectiva, o que es una biyeccion.

Demos ejemplos de funciones reales de variable real que cumplen una de
las condiciones, pero no las dos: por un lado, tenemos la funcién, f(z) =
3 — z, que es suprayectiva pero no inyectiva, ya que a los dos nimeros
distintos 1 y —1 les asocia el mismo valor 0; como ejemplo de una funcién
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inyectiva que no es suprayectiva tenemos la funcién f(z) = z/ |z + 1|, cuyos
valores estan en el intervalo (—1,1).
Ejercicio: Justificar esta 1iltima afirmacién.

Vagamente hablando, la cardinalidad de un conjunto A, denotada §A, es
el niimero de elementos de ese conjunto. La razén por la que esta definicién
es imprecisa es porque no es g priori obvio lo que es el ‘niimero de elementos
de un conjunto’ para un conjunto arbitrario. Una manera de remediar esto es
escoger ‘conjuntos tipo’, o ‘conjuntos representativos’, que llamamos nimeros
cardinales; determinamos entonces la cardinalidad mediante la existencia de
una correspondencia biunifvoca (o dicho en otras palabras mas llanas, un
apareamiento) entre un conjunto y algin nimero cardinal. Aunque se puede
argumentar que esta es en efecto la manera en que contamos, y que asi puesto
no parece que hayamos ganado mayor cosa, pero la ventaja real es que todas
estas nociones se pueden definir con precisién dentro de la teoria de conjuntos
y, aunque no entraremos en detalle sobre estas construcciones, el resultado
neto es que cada conjunto tiene un tnico cardinal asociado, de modo que
su cardinalidad esta bien definida. (Conviene sin embargo sefalar que, en
general, las biyecciones que se pueden encontrar no son tinicas; de hecho,
como veremos més adelante, en general existen muchas.)

Pero por otro lado y entrando mds en materia, algo que es mas importante
para nosotros es que en particular cada niimero natural n define uno de estos
cardinales, que es justamente el conjunto de todos los niimeros naturales
menores o iguales que n. Con esta nocién a la mano, podemos definir un
conjunto finito como un conjunto cuyo cardinal corresponde a algiin niimero
natural n. De acuerdo con nuestra discusién anterior, esto lo que significa es
que podemos escoger una correspondencia biyectiva entre los elementos del
conjunto y los nimeros del 1 al n.

Sin duda, una propiedad 1itil de los conjuntos finitos es que en este caso,
al menos en principio, siempre podemos describir al conjunto de manera
explicita listando sus elementos; por ejemplo si 4 = n, podemos escribir
algo como:

A ={ay,a9,0as,...,a,}
y notemos que aqui se estd describiendo explicitamente un apareamiento
entre Ay {1,2,...,n}, que podemos representar simbélicamente como sigue:

1+— (11,2 gy T Oy

como requiere la definicién de cardinalidad.
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3.3 Permutaciones (ordenaciones) de un con-
junto

Entremos ahora en materia:

La primera propiedad combinatoria de un conjunto que analizaremos son
las permutaciones, o més precisamente, el nimero de permutaciones de los
elementos de ese conjunto. Esta nocién, aunque no es la méds inmediata que
se le ocurre a uno, es ciertamente la més simple de describir y aparecerd con
frecuencia en todo lo que sigue.

Sea entonces A = {a1, a9, as,...,a,} un conjunto con n elementos. Deci-
mos que las permutaciones de A (o de los elementos de A) son las distintas
maneras en que podemos ordenar los elementos de A. En otras palabras,
cada permutacién es una manera especifica (un “ordenamiento”) en que es-
cribimos los elementos del conjunto A. Cada permutacién de los elementos
del conjunto A se puede pensar como una forma de aparear los elementos de
A con los de su cardinal, es decir, es una manera de establecer una funcién
biyectiva entre A y el conjunto {1,2,...,n}. Esto muestra en efecto que en
general hay muchos apareamientos posibles entre dos conjuntos.

Es bastante claro que para determinar uno de estos ordenamientos te-
nemos n posibilidades para elegir al primer elemento en el orden dado; en-
seguida, habiendo escogido un primer elemento, tenemos n — 1 posibilidades
para el segundo, ya que ahora podemos elegir entre n — 1 elementos, des-
pués n — 2 para el tercero, y asi sucesivamente hasta el ltimo, que queda
autométicamente determinado. Cada una de estas elecciones no impone
ninguna restriccion adicional en la que sigue, y por consiguiente (jpor qué?),
el niimero total de posibles ordenamientos es

n-n—1})-(n—2)-...-2:1 =nl

Aqui el simbolo n! se lee “n factorial” o “factorial de n”; y asi por ejemplo,
tenemos los primeros factoriales: 1! =1,2!=2x1=2,3=3x2x 1 =6,
4l =4x3x2x1=24,5' =5%x4x3x2x1 =120, etc. (Por lo anterior, n! es
también el nimero de funciones biyectivas de un conjunto A de cardinalidad
n en s mismo, ;por qué?)

Una primera observacién que se puede hacer es que el factorial de un
numero define una funcién, entre niimeros naturales. Pero ademds, es una
funcién que crece muy rédpidamente al aumentar n; de hecho, no sélo crece
mads rapidamente que cualquier potencia de n, sino que también crece més
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rapido que cualquier exponencial de n, como 2". (Aunque nosotros no hare-
mos mayor uso de esta propiedad, pienso que es conveniente recalcarla a los
estudiantes; por ejemplo, 6! = 720, 8! = 40320, pero 20! es un nimero con
18 cifras.)

Otra observacién es que haremos es que n! = n - (n — 1)!, que es evidente
de la definicién. Esta igualdad es por supuesto vélida si n > 1, pero conviene
extenderla al caso n = 1, definiendo 0! = 1; esta convencién nos resultara
también 1til para evitar tener que dividir algunas afirmaciones en dos casos.

Ejemplos:

i) ;Cudntas ‘palabras’ de 10 letras (es decir, listas de letras, aunque no
tengan sentido idiomatico) se pueden formar con 10 letras?

Solucién: Hay 10! palabras.

(jUsualmente, por supuesto, la solucién no es tan directa como en este
ejemplo!)

i) ;Cudntos nimeros de 10 cifras, con todas los digitos distintos hay?

Solucién: La respuesta no es 10!, como podria pensarse de primera im-
presién, ya que el 0 no puede ocupar la primera posicién, debemos por tanto
descartar estas permutaciones. Sin embargo, si consideramos todas las posi-
bles permutaciones que tienen al 0 como primer digito, éstas son exactamente
9! ya que podemos permutar los restantes 9 elementos arbitrariamente. De
este modo, la solucién es 10! — 9! = 9 x 9!,

Una 1til generalizacién de la idea de permutacién ocurre cuando per-
mutamos k elementos de un conjunto de n objetos distintos (sin restricciones
adicionales). Igual que antes, para el primer objeto que permutamos tenemos
n opciones, para el segundo n — 1, para el tercero n — 2, y asi hasta llegar
al k-ésimo, para el que tendremos n — k + 1 (jatencién, no n — k!). Aunque
en este caso no hay una notacién universalmente aceptada, al niimero de
permutaciones resultante se le denota a veces por P(n, k), que es la notacién
que adoptaremos aqui, y como hemos visto est4 dado por

n!

P(n:k)=?’-'~(n—1)-...-(n—k+1)=m;

la tltima igualdad es clara de la definicién del factorial. Notemos que es
claro que P(n,n) = nl.
Ejemplo: ;Cudntos nimeros de 3 cifras con digitos distintos hay?
Solucién: Igual que antes, debemos excluir de nuestra respuesta aquellos
que empiecen con 0. Por la férmula anterior, las permutaciones de tres
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digitos distintos son P(10, 3), en tanto que aquellos que empiezan con 0 son
las permutaciones de pares de niimeros de los restantes 9 niimeros distintos
de 0, por lo la respuesta es

P(10,3) — P(9,2) = 720 — 72 = 648

La nocién de permutaciones de k elementos de un conjunto de n ele-
mentos se puede también interpretar diciendo que P(n,k) es el nimero de
funciones inyectivas de un conjunto de k elementos en uno de n elementos
(por supuesto, esto exige que k < n).

Ejercicios.

1) De los 648 nimeros del problema anterior, ;cuantos son impares?

i1) ;Cudntas placas de vehiculos sin letras ni mimeros repetidos hay?

i17) Probar la siguiente identidad:

P(n,1) + P(m,1) = P(n+m,1).

3.4 Repeticiones

Otra 1til generalizacién de la nocién anterior ocurre cuando permitimos que
algunos de los elementos del conjunto sean idénticos (o al menos indistin-
guibles en algiin sentido); en tal caso, al considerar una permutacién de esos
elementos, ésta resultara indistinguible de la anterior. Por ejemplo, si con-
sideremos el conjunto A = {a,a,b} (dos elementos iguales), entonces, de
acuerdo a la definicién, las permutaciones de A son 3! = 6 en total, que
podemos escribir como:

aab; aab; aba; aba; baa; baa;

aqui las primeras dos permutaciones sélo intercambian las a, en la tercera y
cuarta lo mismo, y en la quinta y sexta lo mismo; es claro que con éstas obten-
emos idénticas listas, de modo que el niimero de permutaciones distintas es
s6lo 6/2 = 3 = 3!/2!l. En general, si tenemos n elementos con k repetidos,
el niimero de permutaciones distintas, también llamadas permutaciones con
repeticion, serd n!/k!.

Esta construccion se generaliza sin dificultad al caso en que haya mas
subconjuntos de elementos indistinguibles como sigue: Si en un conjunto de
n elementos tenemos r subconjuntos con ki, ks, ks, ..., k,, elementos repetidos
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respectivamente, de modo que las permutaciones de estos elementos no sean
distinguibles, entonces el niimero de permutaciones con repeticién es

n!
kylko! - k1

Por supuesto, para que esta férmula tenga sentido debe de cumplirse la res-
triccion
ki+ke+--+k-<n

Aunque no es muy importante para nosotros, podemos sefialar que desde
el punto de vista de la teoria de conjuntos, agregando unos si es necesario, de
modo que se cumpla que ky +ky+---+k, = n, este tipo de permutaciones con
repeticién también pueden interpretarse como el niimero de funciones entre
ciertos conjuntos, en este caso entre un conjunto de n elementos pero dividido
en r clases de equivalencia, cada una de las cuales tiene k; elementos, en el
conjunto de sus clases de equivalencia. Lo que si es importante, es que la
divisién en clases no tiene que ser en clases de objetos idénticos, basta que
los consideremos como equivalentes. Pero recordemos ahora que significa
relacién de equivalencia:

Una relacién de equivalencia entre elementos de un conjunto, usualmente
denotada por ~, es una relacién que tiene las tres propiedades siguientes:

i) La relacion es reflexiva; es decir, cada elemento estd realcionado consigo
mismo: Vz;z ~ .

ii) La relacién es simétrica; es decir, si z estd relacionado con y, entonces
y esta relacionado con z. En simbolos, z ~ y <= y ~ z.

iii) La relacién es transitiva; es decir, si x estd relacionado con y y y estd
relacionado con z, entonces z estd relacionado con z.

Por supuesto, la relacién de equivalencia més inmediata que se ocurre es
la de identidad, donde dos elementos de un conjunto son equivalentes si y sélo
si son iguales; pero hay muchas otras relaciones de equivalencia que ocurren
de manera natural; por ejemplo, ‘tener la misma nacionalidad’ determina
una relacion de equivalencia en el conjunto de las personas (ejercicio: ;por
qué?). En general, una relacién de equivalencia se puede identificar con una
particion del conjunto en subconjuntos ajenos dos a dos. Cada uno de los
subconjuntos corresponde a los elementos del conjunto que son equivalentes
entre si.

Ejemplo: se tienen 10 puestos en una delegacién internacional, y hay
dos ingleses, tres chinos, dos alemanes, un ruso y un polaco para ocuparlas;
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;de cudntas maneras pueden distribuirse las distintas nacionalidades de las
personas en esos puestos?

Solucién: el mimero pedido es el niimero de permutaciones con repeticién
de los 10 puestos, pero hay treschinos, dos ingleses y dos alemanes que al ser
permutados entre ellos dejan la misma distribucién de nacionalidades en los
puestos. Por consiguiente, el total es

10!
9131 = 151200.

3.5 Combinaciones (sin repeticién) y subcon-
juntos

Probablemente la nocién més importante que aparece en combinatoria es
la de las combinaciones de n elementos, tomados de r en r; dicho de otro
modo, de cuantas maneras se pueden escoger r elementos de un conjunto
con n elementos. Cada una de estas combinaciones divide al conjunto de
n elementos en dos clases: la del conjunto con r elementos que estamos
seleccionando, y su complemento, que evidentemente tiene n — r elementos;
por lo visto en la seccién anterior, el nimero total de combinaciones posibles

()=

En la ecuacién anterior se introdujo la notacién més habitual para las com-
binaciones, aunque existen otras como ,C, 6 C (n,7); en cualquier caso esto
se lee ‘las combinaciones de n en r’.

Una primera observacion, evidente de la definicién, es que

n n
) =lo=e)
que simplemente expresa que cada subconjunto de r elementos estd determi-
nado por su complemento, que tiene n — r elementos.

El nimero de combinaciones (“) se llama también coeficiente binomial,
ya que ocurren como coeficientes de los monomios en el desarrollo de un
binomio elevado a la n. En efecto, si consideramos el binomio (a + b)", el
nimero total de veces que el monomio a"b("~") aparece en el desarrollo de

éste, es exactamente (:) Para probar esto notemos que si efectuamos todos
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los posibles productos de r ‘@’s con (n — r) ‘b’s, pero no conmutamos los
elementos del resultado, sino que dejamos la lista de n factores en el orden
en que salen, entonces podemos exactamente dar un acomodo de las ‘a’s
por cada subconjunto de r elementos de las n distintas posiciones que puede
ocupar una letra de la lista.

Una sencilla pero 1itil propiedad de los coeficientes binomiales estd dada
en la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1 Los coeficientes binomiales satisfacen la relacion
n+1\ (n & i)
k) \k k—1)

Una consecuencia interesante de esta proposicién es la construccién del
llamado tridngulo de Pascal, que es una representacién grafica de los coefi-
cientes binomiales para los distintos valores de n; para n < 5 el tridngulo de
Pascal se ve ast:

Dem: ejercicio.

1

1. 2 1

1 3 31

1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

y el resultado anterior dice que el elemento i del renglén j se obtiene sumando
los elementos ¢ — 1 e 4 del renglén 7 — 1.

Otra consecuencia importante, que sale directamente de la relacién entre
subconjuntos y coeficientes binomiales, es que el niimero de subconjuntos de
un conjunto de n elementos es exactamente (1 + 1)" = 2" (;por qué?).

3.5.1 Productos cartesianos y funciones de A en B

Dados dos conjuntos A y B, el conjunto de todas las parejas (o pares) or-

denadas (a,b), donde a € Ay b € B, es otro conjunto, llamado el producto
cartesiano de Ay B, denotado A x B:

Ax B={(a,b) |a€ A;be B}.
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El punto fundamental que hay que retener es que en la escrtiura de un par
ordenado es importante, y que la igualdad de dos parejas ordenadas se da si
y solo si las entradas correspondientes son iguales:

[6:0) =g d] &= G =&y =4

Si A y B son conjuntos finitos, que es el caso que nos interesa aqui,
entonces A x B también lo es; més aiin, si fA4 = n; B = m, entonces (A x
B) = nm. Para ver esto, basta con observar que para los elementos de un
par ordenado se tienen n elecciones posibles para el primer elemento, y para
cada una de estas, se tienen m elecciones posibles del segundo.

La definicién de producto cartesiano se extiende ficilmente para el caso de
un nimero finito de factores (incluso se puede extender a un niimero infinito,
pero eso no nos interesa ahora): Si A;, As, ..., Ax, son conjuntos, entonces el
producto cartesiano de ellos es

A X Ay X -+ - X A = {(al,ag,...ak) | a; € A;; 1= 1,2,.‘.,4%} .

Y por el mismo tipo de argumentos, si §4; = n;, entonces f(A; x -+ X A;) =
Ty - - Ny,

En particular, los conjuntos que aparecen en un producto cartesiano
pueden ser todos iguales, en tal caso, si tenemos n copias del conjunto A,
denotamos su producto cartesiano por A™.

Una importante interpretacién del producto cartesiano A" de un con-
junto consigo mismo se obtiene como sigue: cada elemento del producto es,
por definicién, una lista ordenada (ay,as, ...a,) de elementos de A; esto de-
termina una funcién del conjunto {1,2,...,n} en el conjunto A, dada por
@ — a;. Reciprocamente, cada funcién de este tipo determina, de manera
obvia, un elemento de A™; vemos asi que el producto cartesiano es equivalente
al conjunto de funciones de {1,2,...,n} en A.

Maés en general, si tenemos dos conjuntos, denotamos por A al conjunto
de todas las funciones de B en A (obsérvese el orden). Por lo dicho anteri-
ormente, es claro que si A y B son conjuntos finitos, de cardinalidades m y
n respectivamente, entonces la cardinalidad del conjunto A? es mn.

Ejemplo: Si A es un conjunto arbitrario (finito o no), y B C A, entonces
B estéd completamente determinado por su funcién caracteristica, usualmente
denotada por xp, definida por

lsize B

XB(:B):{OSi:cgéB
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(por ejemplo, la funcién cracteristica del vacio es la funcién idénticamente
cero, en tanto que la funcién caracteristica del conjunto total A es la funcién
idénticamente 1).

De esta manera, vemos que el conjunto de todos los subconjuntos de A es
equivalente al conjunto de todas las funciones de A en {0, 1}. Esto comprueba
de una manera distinta nuestro cdlculo de que el niimero de subconjuntos,
para el caso de conjuntos finitos, es 2", y por ello a veces al conjunto de
subconjuntos se le denota por 24 y se le llama el conjunto potencia de A.

3.6 Algo de herramienta

Vamos a considerar ahora dos importantes herramientas de trabajo:

t) Principio de las casillas

La primera herramienta es un resultado muy sencillo, pero de gran utilidad:
el llamado principio de las casillas (pigeon-hole principle, en inglés), que dice
que si se tienen n elementos u objetos que se van a distribuir en k casillas, y
n > k, entonces en alguna de las casillas hay al menos dos elementos. Para
demostrar esto, simplemente basta con observar que si no fuera asf, entonces
el nimero de elementos acomodados seria < k < n. Evidentemente, este
principio se puede generalizar como sigue: si tenemos n objetos y k casillas,
y n > rk para algin entero r, entonces alguna casilla tiene al menos r + 1
objetos.

Ejemplo: si se sabe que el nimero maximo de cabellos en la cabeza de
un ser humano no excede 300,000, entonces, ya que 300,000 es menor que el
niimero de habitantes en la Ciudad de México, se puede afirmar que en esa
area hay al menos dos personas que tienen exactamente el mismo ndmero de
cabellos.

Problema: si se supone que hay 15,000,000 de habitantes en el area de la
Cindad de México, jcuédl es el maximo mimero de gentes en esa zona que se
puede afirmar tienen el mismo niimero de cabellos?

1) Induccién matemdtica

Nuestra segunda herramienta es la técnica no elemental més poderosa
cuando se trabaja con nimeros naturales: el principio de induccidn ma-
temdtica. Podemos enunciarlo como sigue:
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Principio de induccién matematica:

Sea P una propiedad de los nimeros naturales, tal que:

i) Un primer niimero la posee.

i) Si un numero la posee, entonces el siguiente niimero también la posee.

Entonces, todos los niimeros naturales, a partir del primero considerado
en i), la poseen.

En simbolos, si P(n) es una propiedad de los mimeros naturales tal que
P(ip) es valida y, si P(k) es vélida para k > iy entonces P(k+ 1) también lo
es, entonces P(n) es vélida para todos los niimeros naturales > 4.

La afirmacién para iy se llama el pie de induccidn, y hemos enunciado asi
el principio de induccién porque es importante que quede claro que el primer
elemento no tiene que ser 1 6 0, que es una dificultad que suelen encontrar
los principiantes, basta con que haya un primer elemento en el razonamiento
inductivo.

Ejemplos:

i) Una férmula sencilla, pero muy 1itil, que se puede probar por induccién
es la siguiente:

1

= 2__'.ifi,(n—i-l)
= B 2 ‘

1
La demostracion es como sigue:
Si k = 1 la férmula es obviamente cierta, ya que sélo dice que 1 = %
que es trivialmente cierto.
Si suponemos ahora que la relacién es cierta para n = k, lo que necesita-
mos es probar que vale para n = k + 1. Pero

1

k+1 k k(k+l)
2

Zz’ = (k+1)+Zv; = (k+1)+

D (1 2 E) _ (k+1)(k+2)

2 2

como queriamos demostrar; de acuerdo con el principio de induccién, esto
muestra que la afirmacién es cierta para toda n.

1) Un sencillo ejemplo que muestra que no siempre el pie de induccién i
tiene que ser 1 6 0 es el siguiente:

Probar que 2" > n sin > 1.

Solucién: Sin = 2 (que es el primer natural para el que 2" > n) entonces
la afirmacién es 4 > 2, que es evidentemente cierta.

Si ahora suponemos que 2 > k, para k > 1, entonces 25+ = 2 x 2% >
2k > k + 1, que es lo que querfamos probar.

Ejercicios:
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Probar por induccién las siguientes afirmaciones:

TR i = %n(n +1)(2n+1)

Y R =0"1_1

Aunque las demostraciones por induccién son sin lugar a dudas las maés
utiles cuando se trabaja con mimero naturales, no hay que perder de vista
que hay otra técnicas de demostracién:

Ejemplo: Probar que si r # 1, entonces

n 1— ,r(n—!-l)

3" = ——

(sugerencia: considere el producto (1 —r) (3% ,7™)).

Ejercicio: Intente demostrar lo anterior por induccién (jno es demasiado
diffcil!).

3.7 Teoria de graficas

Algunas de las aplicaciones més atractivas de la combinatoria ocurren en la
teoria de graficas. Debemos sehalar enseguida que, aunque hasta mediados
de este siglo se le consideraba como un especie de diversién, en la actualidad
la teoria de graficas es una rama muy vasta de las matemadticas y por ello
s6lo mencionaremos aqui algunos de sus aspectos m4s bésicos.

Por definicién, una grafica G es un conjunto de puntos, llamados vértices
de la grafica, junto con un conjunto de parejas de vértices, llamados aristas
de la gréfica. Por supuesto, una gréifica puede pensarse intuitivamente como
un conjunto de puntos -los vértices-, pintados en un papel junto con una
serie de lineas -las aristas- que los unen; pero la definicién anterior enfatiza
el hecho que no es importante si la podemos dibujar o no. Si a es un vértice
de una gréfica, su valencia es el niimero de aristas que lo contienen (o que
inciden en él).

Para dar una idea de la utilidad de la teoria de gréficas, consideremos el
siguiente problema, el llamado problema del cartero, que en cierto modo es
el mismo que el famoso problema de los puentes de Konigsberg, que fue el
que sugirié al gran matematico suizo L. Euler, alrededor de 1770, la idea de
utilizar gréficas para estudiar problemas:

Se tiene una serie de sitios en una ciudad que se deben recorrer todos, y
la idea es escoger una ruta que nos lleve a todos ellos, sin andar dos veces
por un mismo camino.
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En retrospectiva es bastante claro que el problema se pude traducir a un
problema de graficas, remplazando los sitios por vértices de una grafica, y los
caminos entre dos sitios contiguos por aristas; una ruta o camino es entonces
una sucesién de aristas contiguas y, cuando una ruta como la descrita en el
problema, existe, se le llama una camino euleriano.

Para tener una idea el método de solucién del problema (sin entrar en
detalles), notemos que una condicién necesaria para que el problema tenga
solucién es que, si en un vértice dado tenemos una ruta de llegada, entonces
debemos de tener una de salida; en el lenguaje de gréficas, esto dice que la
valencia del vértice debe ser par.

Una simpética aplicacién de este resultado es para responder al acertijo
clésico de si es posible trazar el “cuadrado del diablo”, ilustrado en la sigu-
iente figura, sin despegar el lapiz del papel:

Ejercicio: Dar los detalles de que no es posible dibujar el “cuadrado del
diablo” sin despegar €l lapiz del papel. En general, el mismo problema para
cualquier poligono de un nimero par de lados, en el que unimos todos los
vértices entre si (lo que se llama la grdfica completa), también es imposible.
Sin embargo, si el niimero es impar entonces si existe un camino euleriano.

Ejercicios:

i) Probar, usando argumentos combinatorios, que en cualquier grafica el
niimero de vértices es igual a a la mitad de la sumas de las valencias de los
vértices.

it) Si se tiene un grupo de diez gentes, jserd cierto que puede existir
un grupo de siete gentes donde cada una conoce exactamente a tres de las
gentes? (Sugerencia: considerar una gréfica que represente, con los vértices
a las personas, y con las aristas el hecho de que dos personas se conozcan, y
usar el ejercicio anterior.)

3.8 Probabilidad finita

Otro tema donde las aplicaciones de la combinatoria son de enorme utilidad
es la probabilidad finita. Aqui debemos aclarar también que la teoria de
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probabilidad es ofra rama muy desarrollada de las matematicas, y en estas
notas sélo tocaremos un aspecto muy particular de ella.

Consideremos entonces un conjunto A, con n elementos, y un subconjunto
B de A; nos preguntamos entonces que tan probable es que al escoger com-
pletamente al azar un elemento de A obtengamos uno de B. Por definicién
(definicién basada en la experiencia, aunque justificar este punto no es im-
portante para nosotros ahora) diremos que esta probabilidad es

_iB_1B

P=Ya~= 0
Notemos que automaticamente 0 < p < 1.

Sin duda, una de las aplicaciones méas comunes de esta nocién, que se
originé en el siglo XVII con trabajos de B. Pascal entre otros, ocurre en los
juegos de azar. Por ejemplo, consideremos cual es la probabilidad de ganar
una apuesta al arrojar una moneda al aire (“echar un volado”): Si suponemos
que s6lo hay dos resultados posibles de la accién de arrojar la moneda (‘4guila
o sol’, 6 ‘cara o cruz’), entonces, de dos posibles situaciones hay una que es
“favorable” para nosotros (la eleccién que hayamos hecho) y otra que no lo
es. De acuerdo a nuestra definicién tenemos entonces que la probabilidad de
ganar el volado es 1/2. Aqui por supuesto la experiencia muestra que esto no
es una verdad absoluta; sin embargo, si se efecttia un gran ntimero de vola-
dos se verd que, efectivamente, aproximadamente la mitad de las veces sale
‘aguila’, y la mitad de las veces ‘sol’. Esta es la explicacién “experimental”
de nuestra definicién de probabilidad que menciondbamos hace un instante.
Es también por este tipo de razones que al hablar de probabilidades suele
decirse que la probabilidad es “el niimero de casos favorables entre el niimero
de casos posibles”, entendiéndose por favorable simplemente que cae en el
conjunto B de la definicién dada arriba.

Ejemplo: la probabilidad de obtener dos dguilas en dos volados es un
cuarto; en efecto, hay cuatro casos posibles: ‘aguila-dguila’; ‘4guila-sol’; ‘sol-
aguila’; ‘sol-sol’; y sélo uno de ellos es favorable.

Observacién: Aunque profundizar en ello estd fuera del alcance de es-
tas notas, el ejemplo anterior ilustra indirectamente una de las propiedades
bésicas de la probabilidad, que es el hecho de que la probabilidad de tener
dos eventos independientes es el producto de las probabilidades de los even-
tos. En este caso, la probabilidad de obtener un ‘aguila’ en cada volado es
1/2, y el resultado de cada uno de los volados es independiente del otro,
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de este modo, la probabilidad de que salgan dos ‘dguilas’ es
concordancia con nuestro calculo previo.

Ejemplo: Una ilustracién muy clésica del uso de la probabilidad y de las
técnicas combinatorias es en la determinacién de los valores relativos de las
distintas manos de la baraja en el poker.

Recordemos que la baraja (inglesa) consiste de 52 cartas, divididas en
cuatro tipos o “palos” (corazones, diamantes, tréboles y picas), y numeradas
del 1 (o “as”) al 10 y luego la J (el “jack” o “principe”, y que viene siendo
el 11) la Q (la “reina”, el 12) y la K (el “rey”, el 13). Cada mano consiste
en 5 cartas de la baraja.

El tipo de preguntas que nos hacemos ahora es, jqué es mas facil de
obtener en una mano sacada al azar: una tercia (es decir tres cartas del
mismo numero y las otras dos de distintos nimeros), o dos pares (es decir
dos pares de cartas del mismo nimero, pero no las cuatro del mismo, y la
otra de un tercer niimero)?

Para calcular el niimero de manos con tercia podemos argumentar como
sigue: En primer lugar, si fijamos el mimero del que tendremos la tercia
(por ejemplo, tercias de ases), entonces podemos tener 4 tercias distintas,
que son las combinaciones de 4 en 3, (g) Una vez fija la tercia, para la
cuarta carta de la mano podemos escoger entre cualquiera de las 48 cartas
que no tienen el nimero de la tercia. Finalmente la quinta carta debe de
escogerse de entre las 44 cartas que no tienen ni el nimero de la tercia ni el
nimero de la otra carta ya escogidas; Pero como no nos interesa distinguir
entre que llamamos la cuarta y la quinta cartas, el resultado debemos todavia
dividirlo entre 2: el total de posibilidades para esto es entonces 4x48x44  gj
hacemos esto con los trece niimeros posibles, vemos que el total de tercias es
13 X 2 x 48 x 44 = 54912

Calculemos ahora el niimero de manos con dos pares: el primer par se
puede escoger de cualquier niimero, lo que da 13 opciones; pero si fijamos
este nmiimero, entonces podemos construir (‘21 = 6 distintos pares, en total
13 x 6. Para el segundo par tenemos ahora 12 ntimeros disponibles, y para
cada uno de estos nimeros hay de nuevo 6 pares distintos. Pero una vez
més, no debemos distinguir entre que par llamamos el primero y que par el
segundo, por lo que el total de posibles pares de parejas es 13 x 12 x 6 x 3.
Finalmente, la quinta carta podemos escogerla de cualquiera de las 44 cartas
restantes que no son de ninguno de los dos niimeros ya usados en los pares; de
este modo, el niimero de manos con dos pares es 13 x 12x 6 x 3 x 44 = 123552.
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Podemos describir esto en términos de probabilidades como sigue:

El mimero total de manos posibles es (5523 = 2598960. Como el niimero de
casos favorables para el evento “tener una tercia” es 54912, la probabilidad
de tener una tercia es aproximadamente .0211. Similarmente, la probabilidad
de tener dos pares es .0475. Esto muestra que es un poco més de dos veces
més probable obtener dos pares que una tercia.

Ejercicios:

1. Calcular las probabilidades de obtener a) un 7 y b) un 11, cuando se
arrojan dos dados.

2. Si se arrojan 7 dados, cual es la probabilidad de obtener exactamente
tres seises.

3. Si se escoge un nimero de cinco digitos al azar, jcual es la probabilidad
de que

a) la suma de los digitos sea 20

b) el producto de los digitos sea 20.

4. Un mecdnico limpié las bujias de un motor de 8 cilindros; ¢l hubiera
querido dejarlas exactamente en sus mismas posiciones, pero se le cayeron,
se revolvieron y ya no las pudo distinguir. ;Cudl es la probabilidad de que
las haya colocado en su orden original? ;jCudl es la probabilidad de que al
menos 2 bujias hayan quedado en su posicién original?

3.8.1 Problemas varios

1. Sin expander el producto

(a+b+c)(d+e+fllp+g+r+s)(z+y+utv+w)

jcudntos términos tiene el resultado?

2. En un examen de opcién miiltiple, en que cada pregunta tiene cuatro
respuestas numeradas de 1 a 4, jcudntas formas hay de acomodar las solu-
ciones, de modo que dos problemas consecutivos no tengan el mismo mimero
de respuesta?

3. (Cuéntas colecciones distintas de 5 monedas mexicanas se pueden
hacer, con todas las monedas distintas en cada coleccién? (Las monedas van
de 5 centavos a 50 pesos.)

4. Demuestra por induccién que

Ef‘(n—r)z (n—3|-1)

r=1
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5. En una ciudad con cuadras totalmente cuadradas, las calles que van
de norte a sur estdn numeradas 1,3,5, etc., en tanto que las que van de este
a oeste estdn numeradas 2,4,6, etc. Alguien que vive en la esquina de 1 y 2
quiere ir a su trabajo en la esquina de 10 y 15. ;De cuantas maneras puede
hacerlo (sin regresar en ningin momento)?

6. Ocho personas se acomodan en una mesa redonda con ocho sillas. De
cuantas maneras se pueden acomodar si se desea que cada persona quede
siempre entre las mismas personas, aunque la que en un acomodo estd a su
dercha en otro puede estar a su izquierda, etc.
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