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En esta sesién, repasaremos y profundizaremos en el concepto del méaximo comun divisor, ademés de discutir

el algoritmo de Euclides y sus aplicaciones.

-Liceaga

1. Teoria: Parte 1

Proposicién 1. Sean a y b enteros con b # 0. Si bla, entonces |b| < |al.
Observacién. Dados dos enteros a y b, estos tienen al menos un divisor en comun: 1.

Definicién 1. Sean a y b enteros, alguno de ellos distinto de 0. Definimos el mdzimo comin divisor de a 'y

b, denotado como mcd(a,b) o (a,b), como el miximo de los divisores comunes de a y b. Es decir,
med(a,b) = méx{d € Z : dla y d|b}.
Proposicién 2. Sean a y b enteros, con a # 0. Entonces
a) mcd(a,b) = med(b, a).
b) med(a,b) = med(+a, £b) = med(|al, |b]).

c¢) med(a,0) = a.

Proposiciéon 3. Sean a y b enteros, alguno de ellos distinto de 0. Entonces

med(a,b) = med(a,b — a) = med(b,a — b) = med(a, a + b).
Corolario. Sean a y b enteros, alguno de ellos distinto de 0, y sea n otro entero cualquiera. Entonces
med(a, b) = med(a,b — an).

Definicién 2. Decimos que a y b son primos relativos si med(a, b) = 1.

2. Problemas: Parte 1

Problema 1. Calcula el maximo comun divisor de 2540 y 1651.

Problema 2. Nuria tiene dos barras de chocolate gigantes, una de 120 cm de largo y la otra de 96 cm. Si
desea cortarlas de tal manera que todos los trozos resultantes tengan la misma longitud, que debe de ser

entera, y quiere que esta sea la més grande posible, ;cuantos trozos de chocolate obtendra al cortar?
Problema 3. Decimos que una fraccién § es irreducible si a y b son primos relativos. Demuestra que la

15n+4
10n+3

fraccion es irreducible para todo entero n.

Problema 4. ;Cudl es el mayor valor posible de med(5n + 6,8n + 7)7



3. Teoria: Parte 2

Teorema 1. (Algoritmo de Euclides) Dados los enteros positivos a y b , mediante la aplicacién repetida

del algoritmo de la divisién podemos obtener una sucesiéon de cocientes y residuos

a = bgg + 19 0<ry<b (0)
b=roq +1m1 0<rm <rg (1)
ro =7T1q2 + T2 0<ra<nr (2)
Tno2 = Tn_1qn +Tn 0<r, <rp_1 (n)
Tn—1 = T"nqn+1, (n + 1)

donde r;, es el ultimo residuo distinto de 0. Entonces, se tiene que 7, es el maximo comun divisor de a y b.

Teorema 2. (Identidad de Bézout) Si a y b son enteros, alguno de ellos distinto de 0, entonces existen
enteros x y y tales que

azr + by = med(a, b).
Definicién 3. Una expresion de la forma az + by se llama combinacion lineal de a y b.

Teorema 3. Si a, b son enteros, alguno de ellos distinto de 0, y d = ax + by es su combinacién lineal positiva

minima, entonces d = mcd(a, b).

Corolario. Sean a y b enteros para los cuales existen enteros z y y tales que ax + by = 1. Entonces
mced(a,b) = 1.

Proposicién 4. Sean a y b enteros, alguno de ellos distinto de 0 y ¢ # 0 un entero. Si ¢lab y med(a,c) =1

entonces c|b.

Teorema 4. Sean a, b enteros, alguno de ellos distinto de 0, y sea d > 0 otro entero. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes (si se cumple una se cumplen todas):
a) d = mcd(a, b).
b) d es la combinacién lineal positiva minima de a y b.
c) d|a, d|b y para todo entero c tal que c|a y c|b se tiene que c|d.

d) d|a, d|by d es combinacién lineal de a y b.

4. Problemas: Parte 2

Problema 5. Expresa al médximo comun divisor de 21 y 56 como combinacién lineal de éstos dos.

Problema 6. Sean a y b enteros, alguno de ellos distinto de 0, y sea d = med(a, b). Prueba que med (%, 2) =
1.

Problema 7. Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 1. Prueba que mecd(a?,b?) = 1.

Problema 8. Sean a y b enteros tales que med(a,b) = 1y r, s enteros positivos. Prueba que med(a”, b®) = 1.



Problema 9. Sean a,b y n enteros positivos. Prueba que med(na,nb) = n - med(a,b).
Problema 10. Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 1. Prueba que med(a +b,a —b) =1 o 2.

Problema 11. Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 1. Prueba que mcd(a + b, a® — ab+b?) =1 o 3.

Problema 12. Sean ab y ba ntimeros de dos digitos, donde a y b son primos relativos. Si mcd (%, %) = ‘%b,
encuentra el valor de a + b.
Problema 13. Sea n un entero positivo par y sean a y b enteros positivos primos relativos tales que

a+ bla™ 4+ b". Encuentra a y b.

Problema 14. Sean a > 1 un entro y b, c enteros, alguno de ellos distinto de 0. Demuestra que mcd(a® —
1’ af — 1) — amcd(b,c) -1
Problema 15. Sean m y n enteros positivos con m impar. Demuestra que 2™ — 1 y 2™ 4+ 1 son primos

relativos.

Problema 16. Los ntimeros de la sucesién 101, 104,109,116, ... son de la forma a,, = 100 + n2, donde n es

un entero positivo. Sea d,, = med(an, ant1. Cuél es el mayor valor que puede tomar d,?

b+1

a

Problema 17. Sean a y b enteros positivos y sea d su maximo comun divisor. Si GTH +
demuestra que d < v/a + b.

es un entero,

Problema 18. Determina todas las parejas (a,b) de enteros positivos tales que el niimero

a’(b—a)
b+a

es el cuadrado de un ntimero primo.
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