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Prodlogo

Estas notas son un primer acercamiento al topico de desigualdades di-
rigido a aquellos participantes de olimpiadas de matemaéticas que quieran
mejorar sus habilidades en esta area. Esta es la primera versién del materi-
al, asi que cualquier error, duda o comentario por favor haganmelo saber.



Capitulo 1

Principios de Desigualdades

En las Matematicas es muy propenso el estudio de ecuaciones, las cuales se
basan en la igualdad entre dos expresiones. Pero en una gran mayoria de
los casos, no hay igualdad, sino que en cambio, se estudian las relaciones
que mantienen las expresiones entre si. A esto es lo que llamamos “desigual-
dades”. Aqui presentamos un resumen de algunas de las desigualdades mas
bésicas e importantes.

Antes de empezar a trabajar es necesario saber algunas cosas bésicas: Sean
a, b, ¢, d reales cualesquiera, entonces:

1. a>b < a+c>b+c
2. Sia>byc>0,entonces ac > bcy sic < 0 la desigualdad se invierte.

3. Si0<a<b0<c<d,entonces ac < bd

1.1. Todo cuadrado es positivo

Teorema Para todo x real se tiene que:

22 >0

Donde se tiene la igualdad si y solo si z = 0.
Veamos varios ejemplos de problemas que se solucionan usando este hecho:

Ejemplo 1: Sean a,b,c,d nimeros reales. Probar que a — b%,b — ¢, ¢ —

d?,d — a? no pueden ser todos mayores que %.



Supongamos que si fuesen todos mayores que %, entonces se tendria
que:

1 1 1 1

2 2 2 2
_ . _ . _ 7.d_ _
a—2b >47 b—c >4, c—d >4, a >4

Sumando todas las desigualdades y ordenando obtenemos:
a?—a+i+¥-b+i+c—ct+i+d®-d+1i<0
:>(a—%)2+(b—%)2+(c—%)2+(d—i)2 <0

Pero esto ultimo es una contradiccion, ya que cada uno de los términos
de la izquierda es mayor o igual que 0. Entonces nuestra suposicion

era errénea y debe haber alguno menor a i.

Ejemplo 2 Sea a un real. Probar que 4a — a* < 3.

Procederemos colocando todo del lado derecho buscando factorizarlo
como un cuadrado, o como una suma de cuadrados:

a* —4a+3=(a*-1)2+2a* —4a+2=(a®>—1)*+2(a—1)>>0

Y se tiene lo pedido.

Ejercicios: A continuacién dejo algunos ejercicios para ser resueltos por

el lector.

1. z+ % > 2 para todo x real

2. Si x,y>0entonces%+%29ffy

3. a?2+b2+c%>ab+be+ca

4. Probar que la suma de los catetos de un triangulo rectangulo no excede
v/2 por la hipotenusa

5. Determinar si exsite o no una funcién inyectiva f : R — R tal que
f@®) = (f(x))? > 3

6. Hallar todas las soluciones reales (x,y, z) de 2% +y* + 2% — dzyz = —1



1.2. Desigualdad de Reordenamiento

La siguiente desigualdad surge de una manera muy natural e intuitiva.
La introduciremos a través de un ejemplo:
“Se quieren colocar billetes en cajas. Hay 5 cajas, en las cuales caben 10,
7, 5, 3 y 1 billetes respectivamente y hay billetes de denominaciones 1000,
500, 100, 50 y 10. En una misma caja solo se pueden meter billetes de una
denominaciéon y no pueden haber billetes de una misma denominacién en
cajas distintas. Cuél es la mayor/menor cantidad de dinero en total que se
puede colocar en las cajas?”

Uno puede intuir que para la primera parte, la respuesta es colocar los
billetes de mayor denominacién en las cajas donde caben mas billetes, y los
de menor denominacién en las cajas donde caben menos billetes, es decir,
colocamos los billetes de 1000, 500, 100, 50 y 10 en las cajas donde caben
10, 7, 5, 3 y 1 billetes respectivamente. Y para la segunda parte uno intuye
que es simplemente hacer esto pero en el orden invertido
Ya con una idea de lo que nos referimos, veamos el enunciado formal de la
Desigualdad de Reordenamiento:

Desigualdad de Reordenamiento: Dadas dos sucesiones de n reales

cadauna a; <ag <...<a,yb <by <...<by,. Si(a},d,...,al) es una

'
permutacion cualquiera de (a1, asg, ..., ay), entonces se tiene que:

aiby + asbs + ... + apby a’lbl +a’2b2 +...—i—a§Lbn

b1 + @ 1by + - 1 a1b (1.1)

>
>

Probaremos solo el lado izquierdo de la desigualdad, ya que el lado dere-
cho es andlogo. Sea:

S = a\by + ahby + ...+ alb,

n

/

Supongamos que (a},ab,...,a),) no es igual a (ay,as,...,a,), entonces

existe un indice i minimo tal que a; # a;. Entonces a} > a; = a}, para algin
j > i. Definimos c¢; = aj, para todo k # i,j y ¢; = aj y ¢; = a;. Sea entonces:
TZClbl—i—Cgbz+...Cibi—i-...cjbj—i-...—l-cnbn

Entonces vemos que:



T — S = ajb; + ajbj — a;b; — asb; = (a; — a)(b; — bi) >0

)

Esto tltimo, ya que, como vimos a} > a} y por como se definieron los
.S sabemos que siendo j > 4, entonces b; > b;. De esto se sigue que que

T>S

Ahora bien, cada vez que se aplica este procedimiente de intercambiar los
terminos de la sucesion, la suma que queremos se agranda. Pero tambien
sabemos que en a lo mas n intercambios, la permutacién que nos queda es
igual a (a1, az,...,a,). De esto nos queda hemos demostrado que la De-
sigualdad de Reordenamiento es cierta. A continuacién algunos ejemplos de
problemas resueltos con usando este teorema:

Ejemplo 1: Seanay,as,...a,realesy (aj,ah, ..., al,) una permutacién cualquiera.
Demuestre que

/

2 2 2 ! ’
aj +ay+...+a; > aa; +aay +...ana,

Vemos que en la desigualdad de reordenamiento colocando a; = b;,
obtenemos lo que queremos.

Ejemplo 2: Sean aq,as,...,a, enteros positivos distintos. Demuestre que

aip | a2 an 1 1
S+ 5+ =21+ -+ =
12 22 n? — 2 n
Sea (al, ab, ..., a,)lapermutacién de (a1, ag, ..., a,) tal que @] < ah <
... < al,. Entonces tenemos que a; > i (aqui se usa el hecho de que
son enteros positivos distintos). Por la desigualdad de reordenamiento

obtenemos que:

/ / /
a1 a G ay  d a
>ttt
1
= 1+-=—+4.. —
+2+ +

Y tenemos lo que se queria.

Ejercicios: A continuacion colocamos algunos ejercicios para ser resuel-
tos usando este teorema, o usando las ideas para su demostracion.



1. Sean aj,asg,...,ay reales positivos y (a},d),...,al). Demuestre que:

2. Demuestre si a, b, ¢ son reales positivos, entonces se tiene:

ad 4+ b3+ > a?b+ b2 + cta

a)
) a4+b4+c42abc(a+b+c)
)
)

S

a? b2 c2 a b c
wptetezsteta

atbtec « 1 , 1 , 1
abe g a3 + b3 + c3

)

d

3. (Desigualdad de Nesbitt) Sean a, b, ¢ reales positivos, entocnes:

a n b N c >§

b+c c+a a+b 2
4. (IMO 1975) Sean 1 < z9 < ... < zp vy y1 < Y2 < ... < gy
numeros reales, Sea (z1, 22, . . ., z,) una permutacién de (y1,y2 ..., Yn).

Demuestre que

(21—11) 2+ (@2—y2)*+. . A (@n—yn)? < (21—21)*+H(22—22)*+. . A (T —20)*

5. (APMO 1998) Sean a, b, c reales positivos, muestre que:

(145) (+2) (14 5) 22 (1 5)
b c a abe

1.3. “Smoothing Principle”

El ”smoothing principle”de manera formal afirma que si se tiene una
cantidad de la forma f(x1) + f(x2) + ... + f(zy), tal que se hace pequena
a medida que dos de las variables se acercan entre si (manteniendo alguna
condicién, por ejemplo, la suma de las variables constante), entonces esta
cantidad atiene su minimo cuando todas las variables son iguales. Para ver
esta idea de una manera mas clara, demostraremos la desigualdad media
aritmética media geométrica.



Ejemplo 1 (MA-MG): Dados reales positivos x1, xa, ..., Z,, entonces

1+ ...+,
n

> Yxy...xq

Haremos una serie de sustituciones que mantendran el valor del lado
izquierdo, mientras que agrandaran el lado derecho. Al final todos los
x;’s seran iguales y se tendra que el lado izquierdo es igual al lado
derecho de la desigualdad. Esto implicara que la desigualdad es cierta.

Si todos los z;’s son iguales entre si, entonces vemos que

1+ ... +x, n

T
=— = Yo = Yz1...79

n n

Denotemos m a la media aritmética de los x;’s. Supongamos que no
todos son iguales entre si, entonces existen indices %,j tal que x; <
m < z;. Consideremos ahora z;" = m y z;' = z; + £; — m. Vemos que

la suma de los x;’s no se ve alterada, mientras que

zi'wi = (z; +x;) —m* = (m —x;)(x; — m) + zizj > T4

Noétese que en cada paso la cantidad de z;’s que son iguales a la media
aritmética aumenta en 1, es decir, que en un ndmero finito de pasos
(a lo mas n — 1) todos seran iguales a m. Ademds, cada vez que se
realizé la sustitucién el lado derecho de la desigualdad aumentaba
mientras el lado izquierdo permanecia inalterado. Dado que la igualdad
se da cuando todas las variables son iguales entre si, queda que en todos
los otros casos el lado derecho tuvo que ser menor que el lado izquierdo,

y queda probada la desigualdad.

Ejemplo 2 (Vietnam 1998): Sean zi,...z,(n > 2) reales positivos que

satisfacen

1 1 1 1
z1 4+ 1998 + T2 + 1998 ot T, + 1998 1998

Demuestre que

‘"/xle.i.xn > 1998

n —



La idea serd usar ”smoothing” para ver que a medida que se acercan

los z;’s entre si (manteniendo la condicién dada), la cantidad de la

. . . o 1

izquierda decrece hasta hacerse igual a 1998. Llamemos y; = 771098

entonces se tiene que z; = % y que > y; = Tl%. Como z; > 0
7

para todo i, entonces se debe tener que y; > 0. Veamos lo siguiente

1—y1998 1—y;1998 1 — (y; + y;)1998
yi Y Yiyj

T = + 19982

Ademds como > y; = ﬁ y siendo y; > 0, entonces y; +y; < ﬁ
o lo que esquivalente 1 — (y; + y;)1998 > 0. Entonces al realizar la
sustitucién y;" = my y;’ = y;+y; —m (donde m es la media aritmética
de los y.s) vemos que (de manera identica al ejemplo anterior) y;'y;" >
y;y; mientras que y;’ + y;' = y; + y;. Siendo positivo el numerador de
la expresién dada, vemos que al realizar la sustitucion, el valor de la
expresion decrece. Esto es lo que queriamos.

Ademés, cuando todos los y.s son iguales se tiene que todos los z;’s
son iguales, denotemoslos por x. Vemos entonces

n 1
x4+ 1998 1998
=z = (n—1)1998

Al introducir esto en la desigualdad que se quiere probar vemos que

vxy... Y(n— 1)"1998"
Y1, Y/ (n—1)"1998 _ 19908

n—1 n—1

Con esto se sigue lo pedido.
Ejemplo 3 (USA 1998): Sean ag, a1, ..., a, nimeros en el intervalo (0, 7w/2)
tal que
tan(ag — m/4) + tan(ay — 7/4) + ... + tan(a, —7/4) > n—1

Demuestre que tanagtanai...tana, > n"t!

Sea x; = tan(a; —w/4) y y; = tana; . Entonces vemos que x; € (—1,1)
y yi € (0,00) y ademés



_tanai—l y — 1 _l—i-a:i

i =t ; —w/4) = = =
i an(a; —7/4) tana; +1  y; +1 Y

_1—.%1‘

Entonces lo que aporta el producto de dos y;’s al lado izquierdo de la
desigualdad es

4w 4wy ldaita trw 2(z; + xj) +1
Yl 1 —:L‘i.l — 1-— (xi—l—:rj) + ;7 1-— (xi+xj)+xj:cj
S A (-
- 1—(a:i+:cj)+acia:j + - 1+-'17i$j -1 +
T Ti+T;

Entonces, si z; + x; fuese positivo, al acercar x; y x; entre si, el pro-
ducto aumentaria dejando la suma inalterada de donde el valor de la
expresion disminuye.

Lo que se tiene que hacer entonces es demostrar que en cada paso es
posible conseguir 4, j tal que x; +x; > 0y asi poder realizar el smooth-
ing.

Es claro que si x; > 0 para todo ¢, entonces se puede realizar el smooth-
ing sin ningtn problema. El problema surge cuando hay z;’s negativos.
Ahora bien, nétese que a lo més uno solo puede ser negativo, ya que
ao+ ...+ a, >n—1,y cada x; es menor que 1, es decir, que si dos
fuesen negativos, la suma serfa a lo méas la suma de los n — 1 restantes
que es menor que n— 1. Ademas si zy < 0, es imposible que z¢g+z; < 0
para j = 1,2,...n debido a que en este caso se tendria

xo+x1+ ... txy, <xo—nT9g=—-20(Nn—1)<n-—1

Entonces siempre existe j para el cual xo+x; > 0. Con esto el smooth-
ing se puede realizar, hasta obtener todos los x;’s iguales, por lo que
todos los a;’s son iguales, llamemoslos a. Entonces la condicién del
problema se convierte en

(n+1)tan(a —7/4) >n—1
tana—1 _ n—1
tana+1 " n+1

= tana >n




Y por lo tanto
tanaptanay... tana, = (tan a)"+1 > pntl
Y se sigue lo pedido
Ejercicios: A continuacién algunos problemas que pueden ser resueltos
usando esta técnica o algunas ideas relacionadas a esto.

1. (India 1995) Sean z1,z2, ..., z, reales positivos tal que su suma es 1.

Demuestre que

2. (Shortlist IMO 1998) Sean 7,79, ..., 7, reales mayores o iguales a 1.

Demuestre que
1 1

+ ...+
r+1 rn—i—l ry rn—i—l

una sucesién de reales positivos. Si ar y g son la me-
ey Tk,

3. Sea x1,x9, ...
dia aritmética y la media geométrica respectivamente de z,

demuestre que

ap _ apq
gr g
n(an — gn) > (n —1)(an—1 —gm —1)

10



Capitulo 2

2.1. La Desigualdad MA-MG-MH

Teorema (MA-MG): Sean ay,as, ..., a, reales positivos, entonces

ai + n + ap > m
Demostracion 1: Usaremos el “Smoothing Principle”. Sea m la media
aritmética de a1, ao, ...,a,. Si a1 = a2 = ... = a, = m, entonces se tiene la
igualdad. De lo contrario existen indices ¢, j tal que a; < a < a;.
Considerando la sustitucién a; = m y a; = a; + a; —m vemos que a; + aj =
a; + a;, mientras que:
/

a;ay = m(a; + aj) = (a; — m)(m — a;) + a;a;

Por lo que el lado derecho de la desigualdad aumenta mientras que el
lado izquierdo se mantiene fijo. En un nimero finito de pasos (a lo mds n—1)
todos los a;’s serdn iguales y obtendremos que ambos lados de la desigual-
dad son iguales. Como en cada paso el lado derecho creciia, originalmente se
debid tener que el lado derecho era menor que el lado izquierdo. De aqui se
sigue lo pedido.

Demostracion 2: Procederemos por induccion sobre el nimero de variables.
Si n = 2, entonces

a;bzx/%@ (Va—Vb)2>0

De donde obtenemos el caso base. Demostraremos que si se cumple para
k entonces se cumple para 2k, y si se cumple para m + 1 entonces se cumple
para m. Con esto se tendriamos lo pedido.

11



Supongamos que se cumple para k. Entonces si a1, ag, ..., G, Qgt1, ..., G2 SON
reales positivos usando el caso base y la hipdtesis inductiva vemos que

= >

k k

2k 2 -

a +...4a
ay+ ... + aogg a1+k+ak + AL T 2k \/(al—i—...—i-ak) (ak+1—|—...+a2k

> \/{“/al...ak Yagy1..agp = X/aq...ag

Entonces si se cumple para k se cumple para 2k.

Supongamos ahora que se cumple para m + 1, entonces aplicando esto para
los reales az, ..., a;,, A, donde A = % vemos que

A:a1+...—|—am:a1+...+am+A> —

camA
m m-+1 A1 m

Entonces
A > g am A= A™ > ay.an,

:>a1—|—...—|—am
m

> aj...am

De aqui se sigue lo pedido.

Demostracion 3: Por la desigualdad de reordenamiento sabemos que si 1, x2, ...

son reales entonces

Tn

X x x
2 T T >n
s

In z1 Tn—1

Sea G = {/ai...an, entonces colocando x1 = &, 12 = T3, ..., 1y = B
obtenemos que

1 To T3 z at aiaz ai...an a;  as a

n 2 n n
e B =+ 4 g =+ S++E 20
Tn X1 X2 Tp—1 & el e G G G

Y se sigue lo pedido.

Ahora, si a1, ...a, son reales positivos consideremos la desigualdad MA-MG
11

aplicada a los niimeros e ai, de donde queda
n

12

)



Y obtenemos que

YVai...an >

1 1 1
Esta tultima se conoce como la Desigualdad Media Geométrica - Media

Harmoénica. Con esto obtenemos lo que de abreviaremos como la desigual-
dad MA-MG-MH:

Teorema (MA-MG-MH): Dados reales positivos a, ..., a,, entonces

a1+ ...+a n
AT Tl > Yaj...an >

1 1
n et
A continuacién se muestran un par de ejemplos donde se usa la desigualdad
MA-MG-MH:

Ejemplo 1: Si z,y, z son reales positivos, muestre que

() ()

Demostracion: Sacando comun denominador vemos que es equivalente
demostrar que

(x+y)(y+ 2)(z +2) > 8xyz

Ahora bien, por MA-MG tenemos que

T4y + z zZ+x

5 2 VY y2 > Yz ; 5 =V

Multiplicando estas tres desigualdades obtenemos lo que queriamos.

Ejemplo 2: Dados x1,...x, reales positivos demuestre que

(14t zp) | —++— | >n
I In

Demostracion: Usando la desigualdad M A — M H con los nimeros
x1, ..., Tp NOs queda que:

13



x4+ ... +xp n
n Ly +L

Lo cual se convierte en

1 1 9
(x1 4+ ... + ) x—+...+— >n
Y se sigue lo pedido.

A continuacién problemas para ser resueltos por el lector.
Problemas:

1. Siz > 0 demuestre que x + % > 2.
4

; 1,1
2. Six,y > 0 entonces =t > g

n
3. Sea n un entero positivo. Demuestre que n! (’%1) .
4. Sia,b,c> 0 muestre que

9 1 1 1 1 1 1
§2< + + >§++
at+b+c a+b b+c cHa a b ¢

5. Sea n un nimero natural. Demuestre la siguiente desigualdad

6. Sean xi,Zo9,..., Ty, Tnt1 reales positivos tales que x1 + o + ... + T, =
ZTn4+1. Demuestre que

=1

n n
Z Ti(Tny1 — 7)) < \J Z Tpt1(Tpg1 — x;)
i=1

7. Para x +y+ z > 0 demuestre que

2 2 2 2 2 2
2S\/gc + 2+ VR + 2+ V2 +a < VG

Va2 +y? + 22

14



8. (APMO 1991) Sean az, ..., ap, by, ..., by, reales positivos tales que a; +
e +an = b1 + ... + by. Demuestre que

S

a1 + b an + by, 2

15



