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La Reduccion al Absurdo es uno de los métodos més usados para hacer demostra-
ciones matematicas. La idea es suponer que la proposicién que queremos demostrar
es falsa, y a partir de esta suposicion, usando deducciones matematicas, llegar a una
contradiccion o algo absurdo, lo cual implica que nuestra proposicion es necesariamente
cierta.

Veamos un ejemplo de una demostracion por reduccién al absurdo:

P1. Demuestre que si m y n son enteros tales que n + n? +n® = m + m?, entonces n
es par

Solucion. Supongamos que n es impar. A partir de esto debemos conseguir una con-
tradiccion.

Como n es impar, entonces n? y n® son ambos impares, de donde n + n? + n? es
impar (ya que es la suma de tres impares). Entonces, como m +m? = n + n? + n?, se
tiene que m + m? es impar.

Sin embargo m +m? es siempre par (ya que m +m? = m(m + 1) y necesariamente
alguno de los niimeros m é m+1 es par). Hemos llegado a una contradiccién. De alli se
tiene que n es par, que es lo que queriamos demostrar. Il

Un ejemplo muy famoso del método de reduccion al absurdo es la demostracién de
que existen infinitos primos:

Solucion. Supongamos que el nimero de primos es finito. Sean py, . .., p, todos los pri-
mos. Sea p = py - - - pp, + 1. Claramente p no es divisible por ningtin primo. Sin embargo
sabemos que todo entero puede ser expresado como producto de primos elevados a po-
tencias, por lo que p debe ser necesariamente divisible por algin primo jContradiccion!.
Entonces el nimero de primos es infinito. Il

Algunas de las soluciones de los siguientes problemas han sido omitidas intencional-
mente. Las soluciones que faltan seran publicadas en otro archivo.

P2. Se tiene un tablero de ajedrez (8 x 8) cuyas casillas miden todas lcm X lem, y se
cuenta ademas con muchas piezas de dominé de dimensiones 2cm x lcm. Nétese que
podemos colocar algunas de estas piezas de manera que cada una de ellas cubra dos
casillas del tablero de ajedrez. Claramente, haciendo esto, el tablero puede ser cubierto
totalmente (sin que ninguna pieza quede con un trozo fuera del tablero). ;Podra todavia
ser cubierto si se elimina la casilla en una de las esquinas del tablero? ;Y si se eliminan
las dos casillas de dos esquinas opuestas?.



P3. En cada casilla de un tablero de ajedrez 7 x 7 se coloca un caballo. ;Podran todos
ellos hacer un movimiento legal al mismo tiempo de tal manera que todos caigan en
casillas distintas?.

P4. Sean a, by c enteros impares. Demuestre que no existe ningtin niimero racional x
tal que ax?® + bz + ¢ = 0.

P5. Demuestre que existen infinitos primos de la forma 4k + 3, con k£ un entero.

Solucion. Supongamos que el nimero de primos de la forma 4k + 3 (k entero) es
finito. Sean 4k, + 3,4ks + 3,...,4k, + 3 todos los primos de esa forma. Sea a =
2(4ky + 3)(4ky + 3) - - - (4K, + 3) + 1.

Como (4k1+3)(4ko+3) - - - (4k,, +3) es impar, entonces 2(4ky +3)(4ka+3) - - - (dkp+
3) = 2(mdbd 4). Por lo tanto a = 3(méd 4). Por otro lado, es claro que a no es divisible
por ninguno de los nameros 4k;+3,4ks+3, . . ., 4k, +3. Esto implica que ninguno de los
primos divisores de a es de la forma 4k +3 (k entero). Cémo a es impar, entonces todos
los primos divisores de a deben ser de la forma 4k + 1. Por lo tanto a = 1(méd 4). Esto
contradice el hecho que habfamos obtenido anteriormente que dice que a = 3(médd 4).
Esta contradiccion es resultado de suponer que el niimero de primos de la forma 4k +3
(k un entero) es finito. Luego, el nimero de primos de la forma 4k + 3 es infinito. O

P6. Demuestre que existen infinitos primos de la forma 6k + 5, con k un entero.

P7. Sea n un nimero impar, y sean K1, Ko, ..., K, enteros cualesquiera. Para una per-
mutacién (aq, ag, . .., a,) de los nimeros del 1 al n, se define f(aq,as,...,a,) = Kja; +
Ksas + - -+ + K,a,. Demuestre que existen dos permutaciones distintas (by, bs, ..., b,)
y (c1,¢,...,¢,) tales que f(by,bs,...,b,) — f(c1,co,...,¢,) es multiplo de nl.

P8. Demuestre que v/2 es irracional, es decir, no puede ser expresado como p/q, donde
Py g son enteros.

Solucion. Supongamos que existen enteros positivos py y qo tales que V2 = Do/ qo,
luego:

Po = 24;
Entonces pg es par. Sea p; = po/2, luego:

4pt = 2q;
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P =24}
De forma andloga al procedimiento anterior, se tiene que p; y ¢; son ambos pares,
y si po =p1/2y g2 = q1/2, entonces

Py = 245
Si se aplica susesivamente el mismo procedimiento, se obtiene que existen enteros
positivos po, p1, pa, - - - tales que p;11 = p;/2 (i =0,1,2,...). Entonces pg > p; > py >
---. Esto implica que existe una sucesion infinita decreciente de enteros positivos. Sin

embargo, dicha sucesiéon no puede existir. Llegamos a algo absurdo, por lo tanto los
enteros pg v qo no existen, es decir V/2 es irracional.

Invitamos al lector a demostrar que no existe una sucesién infinita decreciente de
enteros positivos. ]

El método usado en la demostracion anterior se conoce como Descenso Infinito.
Este consiste en probar la existencia de una sucesion infinita decreciente de enteros
positivos para obtener asi una contradiccion.

Los siguientes problemas tienen al menos una soluciéon usando descenso infinito:

P 9. Demostrar que la ecuacién 8x% + 4y* + 2z% = ¢ no tiene soluciones en enteros
positivos.
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P 10. Demuestre que la ecuacién 2% — 3y® — 923 = 0 no tiene soluciones enteras con

z > 0.

P 11. Demuestre que la ecuacién z2 + 3% + 22 + u? = 2zyzu no tiene soluciones en
enteros positivos.

Enviar dudas, comentarios y correcciones a acm.org.ve@gmail.com.



