Series, Sucesiones y recursiones

Entrenamiento #3 para el nacional
22-25 de septiembre del 2016
Por: Lula y Argel

Resumen
En el presente material les presentaremos las series y sucesiones, es posible que en algiin momento ya han
tenido la oportunidad de trabajar con sucesiones de algln tipo, la idea de este material es presentarles los
distintos tipos de series y sucesiones al igual que la recursidon. Tendran ejercicios para terminar de asimilar
la idea y problemas que no son precisamente de sucesiones, pero que al encontrar el modo de establecer las
sucesiones el problema se vuelve mds facil. Esperemos que lo disfruten. Los problemas no son tan machos
pero son muchos.

1. Las sucesiones y las series

Se entiende como una sucesién a una lista de niimeros (o de otros objetos), en la que hay un primer elemento y
a partir de este los siguientes elementos estan ordenados uno tras otro (no necesariamente en orden ascendente
y no necesariamente en orden decreciente) . A los elementos de esta sucesién se les conoce como términos de la
sucesion. Algunos ejemplos:

= 1,2,345,..
11

g 16"
7,11, ...

11
=l
. 23,5
. 1,-24,-8, ..

El primer ejemplo muestra una sucesion creciente, al igual que la tercera. El segundo ejemplo es una sucesion
decreciente. El dltimo ejemplo es una sucesidén que no es creciente ni decreciente.

Las sucesiones se pueden escribir en forma de lista, como en los ejemplos que se dieron anteriormente. Sin embargo,
a veces se pueden expresar mediante una 'regla’ o 'descripcién’. Por ejemplo, las sucesiones anteriores se pueden
escribir de la siguiente manera:

= La sucesién {a,}, con a, = n (empezando con n = 1)

= La sucesién {b,}, con b, =27" (empezando con n = 0)

= La sucesién {p,}, con p, igual al n-ésimo primo.

= La sucesién {c,} con ¢, =2"-(—1)" (empezando con n = 0)

Esta notacidn tiene ventajas sobre la representacion en lista cuando se desea describir una sucesién, pero es
importante tener cuidado con respecto a dénde empieza la sucesién.

Una serie es la suma de los elementos de una sucesién. Por ejemplo para la sucesién {a,} = n, se puede definir

la serie . .
Ya=>k=1+2+..+n
k=1 k=1

que corresponde a la sumatoria de los primeros n términos de la sucesidon y ademds es un resultado que YA
CONOCEN. Pensemos en los primeros valores de esa serie:
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1. Paran=1,5=1

2. Paran=2,5=142=3

3. Paran=3,S=14+2+3=6

4 Paran=4,5=1+2+3+4=10

5. Paran=5,5=14+2+3+4+5=15

Y asi sucesivamente. jLes suena?

1.1. Sucesiones aritméticas

Son sucesiones en las cuales, para obtener el siguiente término, se le suma una misma cantidad d, denominado
como diferencia de la sucesidn. Asf que, al decir que {a,} es una sucesién aritmética considerando como su primer
término ap, entonces el siguiente es a; = ap + d, posteriormente a, = a; + d = ag + 2d, por lo tanto al expresar
a, en términos de d y ag se tiene

a,=ag+dn

La serie de esa sucesidn te corresponde a ti demostrarla. Consideremos que S,, denota la suma de los primeros n
términos. Siendo asi, la serie se calcula mediante

n(2ap + (n — 1)d)

Sp= >

1.2. Sucesiones geométricas

Una sucesiéon geométrica es una sucesion en la que, para obtener el siguiente término, se multiplica por la misma
cantidad r, que se conoce como la razén de la sucesién. Entonces, si {a,} es una sucesién geométrica estamos
diciendo que si el primer término es ag, entonces el siguiente es a; = rap, luego a» = ra; = r?ag y asi sucesivamente.
Si se desea expresar a, en términos de r y ag

ap = r"ag

De nuevo, considérese que S, es la serie de los primeros n términos de la sucesién. Tendrds que demostrar,

también, que:
rm—1

r—1

S,,:ao-

1.3. Sucesiones Periddicas

Una sucesién {a,} es una sucesién periédica si existe un entero positivo p tal que a,i, = a, para toda n (a la p
se le conoce como periodo de la sucesién). Cuando en una sucesién hay términos que se repiten es probable que
se trate de una sucesién periddica.

1.4. Sucesiones acotadas

Una sucesién {a,} se encuentra acotada superiormente si existe un nimero M tal que sea mas grande que todo
término de la sucesién, es decir a, < M para toda n, Andlogamente {a,} estd acotada inferiormente si existe un
nimero m tal que sea mas pequefo que todo término de la sucesidn, en otras palabras, a, > m para toda n. Se
dice que {a,} es una sucesién acotada si estd acotada superiormente e inferiormente (si, al mismo tiempo).
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1.5. Sucesiones Monétonas
Si una sucesién {a,} es de alguno de los cuatro tipos siguientes se dice que es una sucesién monétona
= {a,} es no decreciente si cada que n > m se tiene que a, > an.
= {a,} es no creciente si cada n > m se tiene que a, < an,.
= {a,} es estrictamente creciente si cada que n > m se tiene a, > an
= {a,} es estrictamente decreciente si cada que n > m se tiene que a, < an
Para comprobar que una sucesién es monétona, basta ver que es mondtona paso a paso. Por ejemplo, si se desea

demostar que es no decreciente, basta con ver que para toda n se cumple que a,+1 > a,

1.6. Sucesiones convergentes

Sea {a,} una sucesién y (a, b) un intervalo. Diremos que {a,} eventualmente cae en (a, b) si existe un niimero
entero m tal que a, estd en (a, b), si n > m. Se dice que una sucesién {a,} converge a L si para todo intervalo
(a, b) que contiene a L, se tiene que {a,} eventualmente cae en (a, b). Cuando esto pase, diremos que {a,} es
una sucesién convergente con limite L, y escribiremos {a,} — L. Algunas propiedades tiles de las sucesiones
convergentes

= Si una sucesién converge, entonces el limite al que converge es dnico.
= Si una sucesién es mondtona y acotada, entonces es convergente.

Si una sucesidn es convergente, entonces es acotada.

Si las sucesiones {a,} y {b,} convergen a Ay B, respectivamente, entonces

e {a,t b} > ALB, {a,b,} — AB
e Si b, # 0 para toda ny B # 0, entonces {{} — g

(Teorema del Sandwich) Si tres sucesiones {a,}, {b,} y {cs} cumplen que {a,} — L{c,} — L, y para
toda n se cumple que a, < b, < ¢,, entonces {b,} — L.

Si f es una funcién continua, y {a,} — L, entonces {f(a,)} — f(L).

2. La recursion

Probablemente esto sea un tema nuevo para ustedes y quiza se estén preguntando “;jqué es eso de la recursién?”

A continuacién la respuesta.

2.1. La recursion

Probablemente esto sea un tema nuevo para ustedes y quiza se estén preguntando “;jqué es eso de la recursién?”
A continuacién la respuesta.

2.1.1. La recursién

Probablemente esto sea un tema nuevo para ustedes y quiza se estén preguntando “;jqué es eso de la recursién?”

A continuacién la respuesta.
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3. No, ya en serio

La recursividad es lo que en la cultura general conocemos como un inception. En AOPS se le define como (cita
textual [bueno, es mi traduccién de la cita textual]): “un método para definir algo (usualmente una secuencia
o funcién) en términos de valores previamente definidos”. El ejemplo mas claro de ello es la famosisima y uber-
mencionada sucesién de Fibonacci, pues cada término (excepto por los primeros dos) estd definido como la suma
de las dos anteriores. Ni se las mencionamos porque ya sé que la conocen.

Algunas sucesiones recursivas pueden definirse también en su forma cerrada. Es decir, se pueden definir sin
depender de los valores anteriores. Por ejemplo, la sucesidn recursiva a9 = 1y a, = 2a,_1 es otra manera de
expresar a su forma cerrada: a, = 2".

4. El método de las lambdas

Una ecuacién recursiva tiene orden k si k es la mayor diferencia entre los subindices. Por ejemplo, la sucesién
definida por x, = px,—1 + gxp—2 es de orden 2 porque la maxima diferencia de subindices es n — (n — 2) =
n—n+2 = 2. Total, jdénde quedaron las lambdas y qué son esas cosas? Para alld voy. No desesperéis.

Lambda es el nombre de la letra griega A. Y el método de las lambdas consiste en tomar una ecuacién recursiva
(por ejemplo, la recién mencionada) y sustituir usando x, = A". En el ejemplo, eso consiste en convertir la ecuacién
a lo siguiente: A" = pA"~! + gA\"~2. De aqui, suponiendo que X\ # 0 (luego veremos por qué) se puede reducir a
que A2 = p) + g, que se vuelve la siguiente cuadratica: A> — pA — g = 0. Por cierto, una ecuacién de esta forma
se llama ecuacion caracteristica. Peso ya es resolvible, jno? Claro, A podria tener dos valores; llamémosles \;
Yy Az.

.Y ahora qué? El método de las lambdas nos dice que, si las raices son distintas, entonces x, = aA] 4+ bAJ. ;Y qué
son esas a y b? La respuesta la encontrards en tu corazén (y en los valores iniciales de la sucesién, sustituyendo
para términos que conoces). Claro, si llega a suceder que las raices son iguales, eso es x, = (a + b)\". Como es
tradicién, veamos un ejemplo para que quede claro.

Una secuencia x,, tiene los términos xo = 2y x; = 7, y estd definida recursivamente mediante x, 11 = 7x,—12x,_1.
Encuentra una expresién cerrada para x,. Primero, es evidente que la ecuacién caracteristica es A2 — 7\ +12 = 0,
la cual tiene raices A\; = 3y A\, = 4, por ello, la solucién general es de la forma x, =a-3"+b-4". Con n =0 se
tienexp=2=a-3°+b-4%=a-1+b-1=a+b.Conn=1setienex; =7=a-3'+b-41 =3a+4b. Al
resolver ese sistema, queda claro que a = b =1, jno? De aqui que x, = 3" + 4".

5. Ejercicios

1. Una sucesién aritmética tiene ag = 1 y diferencia 7. j Cudnto vale azgg?
2. Una sucesién aritmética cumple ajg = 100 y app = 120. j Cudnto vale azp?

3. (Propiedades dtiles) Muestra que si {a,} es una sucesidn aritmética de diferencia d # 0 entonces:

= dit1
2 _ 2
b) aj_1-ajy1 +d* = a3

1 _1¢1 1
E) aji-aiy1 E(;, - ai+1)

aitaiio
a) *5

4. Se tienen 21 nimeros enteros distintos entre 1 y 100. Muestra que hay dos con diferencia entre 1y 4.
5. La siguiente era una sucesién geométrica, pero se borraron algunos nimeros:
27,7,7,8,7,7,7, x.

i Cudl es el valor de x?
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

e s - _ 2
. Demuestra que en una sucesién geométrica sucede que a; - aj12 = a7,;.
. Encuentra todas las posibles sucesiones que son a la vez aritméticas y geométricas.

. Se escribe la sucesién de nimeros 2,0,1,2,2,0,1,2,2,0,1,2,2,0,... ;Cudl es el término en la posicién
20127

i Cuando una sucesién geométrica es periddica? jCudndo una sucesidn aritmética es periddica?

Muestra que las sucesiones aritméticas con diferencia d > 0 estdn acotadas inferiormente, pero no su-
periormente. Del mismo modo, muestra que si d < 0, entonces estdn acotadas superiormente, pero no
inferiormente. j Qué sucede con las sucesiones geométricas?

Muestra que si {a,} es una sucesién periddica, entonces estd acotada.
i Cudl es el valor méximo de 1077

i Cudl es el valor maximo de =7

La sucesién {a,} cumple que a9 =0, a1 = 1y que a,+1 = a, — a,—1. Encuentra el valor a1
Encuentra una férmula cerrada para Is sucesion anterior.

La sucesién de nlmeros ty, ty, t3, ... estd definida por t; =2y t,11 = % i Cudnto vale tyg15?

Considérese la sucesidn recursiva compleja z,11 = iz,. Demuestra que la funcién es periddica: jde qué
periodo?

Agregados culturales

Si quieren ver otra explicacién acerca de recursién, ademds de la que ya se encuentra en la lista, siempre
pueden escribir recursién en google y darle click al primer texto azul que les aparezca.

Pese a lo que uno se suele imaginar, Acapulco si es la ciudad mas grande y poblada de Guerrero, pero no
es la capital; ésta es, en realidad, la ciudad de Chilpancingo.

Quesanic recursivo

Problemas

1. jEs posible encontrar una sucesién aritmética infinita en la cual todos los nimeros son cuadrados perfectos
distintos?

2. Consideremos la secuencia de los niimeros naturales, y agrupemos los términos de la siguiente manera:

(1),(2,3),(4,5,6),(7,8,9,10), (11,12,13,14,15), ...
i Cuanto vale la suma de los ndimeros del n- ésimo grupo?

3. Demuestra que las potencias de 2 son los Unicos enteros positivos que no pueden ser escritos como la suma
de dos 0o mas enteros consecutivos.

4. Se tiene una sucesién aritmética {a, } con diferencia positiva. Se sabe que se puede elegir uno de los niimeros
a1, 312, a13 y uno de los ndimeros ao1, azp, a3 de modo que la diferencia entre estos dos nimeros es miltiplo
de 7. Encuentra el minimo valor que puede tener la diferencia de la sucesién.

5. Una sucesién aritmética {a,} de enteros tiene diferencia d. Se sabe ademds que:
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u ].Sao§5
m 86 < ay <120

= ap es miultiplo de 7

Encuentra el valor de ajg

6. Un polinomio p cumple que p(0), p(1), p(2), ..., estdn en progresidn aritmética. Muestra que el grado de
p es 16 menos

7. Calcula la siguiente suma

a=1+2-4+3-424+...410-4°

8. La sucesién {a,} cumple que ag = 1, a3 = 3y ap42 = 5ap41 — 6a,. Encuentra una férmula para el término
general a,.

9. Muestra que si {a,} es un sucesién aritmética, entonces {2%} es un sucesién geométrica. ; De qué razén?
i Como puedes, a partir de una sucesion geométrica, obtener una sucesién aritmética?

10. Si {an} y {bn} son sucesiones geométricas, muestra que {a,b,} también es una sucesién geométrica. ; De
qué razén?

11. Considera tres enteros positivos consecutivos. Deja el primero sin modificar. Simale 10 al segundo. Simale
un primo p al tercero. Si quieres que los tres nimeros asi obtenidos estén progresién geométrica, jqué primo
p tuviste que elegir?

12. La sucesién {a,} cumple que a; = 1y que a,1 = 3a, + 7. Encuentra una férmula cerrada para {a,}.

13. Supongamos que a; = 2 y que ax1 = 3ax + 1. Encuentra una férmula general para a; + a, + ... + a,.

14. Los nimeros a1, ay, ..., a, estan en progresion geométrica. Encuentra una férmula para aia, - - - a, en térmi-

_ — 14 ...+ 1
nosdeS=a+..+a,yT=,+ "+

15. La sucesién {x,} es aritmética. La sucesién {y,} es geométrica. La sucesién {z,} cumple que z, = x, + y,.
Sizz=1,2=28, 2z =10y z = 32, jcudl es el valor de z5?

16. Sea p un polinomio. ;Es posible que p(0), p(1), p(2), ... formen una sucesién geométrica?; Cuando?

17. Una mosca estd en el origen (0,0) y viaja sobre el plano 1cm hacia el este, luego %cm hasta el norte,
luego %cm hace el oeste, luego % hacia el sur, luego %cm hacia el este, etcétera. Si la mosca hiciera esto
infinitamente, jddénde terminaria?

18. Se escribe la sucesién de Fibonacci, pero en cada paso los nimeros se reducen médulo 3. Muestra que la
sucesion que se obtiene es periddica.

19. El nlimero x se escribe en expansién decimal como x = 0.apa;azazas ... Muestra que x es racional si y sélo
si {an} es periddica.

20. Muestra que si {a,} es periédica de periodo p y {b,} es periédica de periodo g, entonces la sucesién
{an + by} es periddica. De qué periodo?

21. Se toma un nimero x = 0,1aa3a, ..., donde a, = 0 si n es primo y a, = 1 si n es compuesto. Muestra que
X €s un numero irracional.

22. Sea f una funcién tal que Vx € R se cumple que

f(x + 1)+ f(x — 1) =V2f(x)
Muestra que es periddica.
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23. ;Es posible reemplazary/2 por algiin real t, de manera que la funcién tenga cualquier periodo deseado?

24. Encuentra una férmula para 1,1,1,4,1,1,1,4, ...

25. Sea {a,} la sucesién con a, =1+ 3+ % +---+ L. iEs {a,} una sucesién acotada?

26. Muestra que toda sucesién aritmética es monétona. jQué sucesiones geométricas son mondétonas?

27. Una secuencia a, esta definida por ag =0y a,+1 =v/6 + a,. Muestra que:

a) La sucesién monoténicamente creciente
b) La sucesi6n estd acotada superiormente por 3
c) Encuentra el limite de la funcién.

28. Muestra que si {a,} es no decreciente, entonces {—a,} es no creciente. ;Se puede garantizar que {—a,}
sea decreciente?

29. Muestra que la sucesién {a,}, con a, = F”l es una sucesidn estrictamente creciente.

30. ag=a1 =1,a511 = ap—13,+ 1, (n>1). Prueba que 4 no divide a a1964.

31. Sea {a,} una sucesién creciente de nlimeros positivos. Muestra que {2%-} estd acotada y es creciente.

n

32. A partir de la sucesién {a,} se define la sucesién {b,} de modo que b, = a; + a» + - - - + a,. Muestra que
la sucesién b, es creciente si y sélo si todos los nimeros {a,} son positivos.

33. a1 = =b =it p>0 E tra li

.a1=a, a=b, ayo="5"", n>0. Encuentra lim,_,..a,.

34. (Principio del Descenso Infinito) Muestra que no existen sucesiones infinitas estrictamente decrecientes
de nlimeros naturales.

. . 2 . P

35. Aplicar un desliz a un entero n > 5 es transformarlo en 22~ con p primo que divide a n. Muestra que tras
aplicar deslices a un entero, eventualmente se llega a 5.

36. a>0, ap =+/a, ant1 =v/a+ a,. Encuentra lim,_,oca,.

37. Decimos que una sucesién {a,} de ndmeros positivos es stiper-creciente si para toda n se tiene que ap1 >
ay+a+---+a, Si {an} es stiper-creciente, jcudntas sumas distintas se pueden hacer con los términos
31,32,_.,an?

38. Muestra que si una sucesidn de enteros positivos es no creciente, entonces a partir de algiin momento es
constante.

39. jCudl es el siguiente término en la sucesién 1,11,21,1211,111221, ...7

40. La sucesién {a,} cumple que ag =1, a; =1y que ap41 = nap+ (n—1)a,_1+---+ a1 + 1. Encuentra una
férmula para a,.

41. Encuentra una férmula cerrada para {a,} si a, = 3a,_p paran > 2

42. Encuentra una férmula cerrada para {a,} si a, = ”2’"1 an,_1 para n > 2.

43. E t férmul d términos d i = 22utby py = 2t2be by =1

. Encuentra una férmula cerrada para {a,} en términos de ap si ap11 = =225, byy1 = 2572 y ap + bo = 1.

44, Encuentra una férmula cerrada para la sucesién de Fibonacci.

45. Los nameros ay, a;, as, ... forman una sucesién de nimeros de modo que a; = 1, y para n > 1 se cumple
que a; + a» + - - - + a, = n*a,. Encuentra ax1o.
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46. jDe cudntas formas se puede llenar un tablero de 15 x 2 con fichas de 2 x 17 ;Y de n x 27

47. jCudntos nimeros de 10 digitos hay, tal que cada uno de los digitos es 7 U 8 y que ademads no tienen dos
digitos 7 juntos?

48. Encuentra otra solucién para el ejercicio 14.

49. Sea n > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones (a1, a, ..., a,) de nimeros reales que satisfacen
el siguiente sistema de n ecuaciones:

af +a1—1=a
a% +a—1=a3
2 _
a,_1+ap—1—1=a,
3,27 +a,—1=a
50. Encuentre una férmula recursiva para la n-ésima derivada de
1
f(x) =
1
1+ %

51. Considérese la sucesién recursiva compleja z,.1 = iz,. Si zg = 3 + 4i, encuentra zx15, su angulo y su
magnitud.

52. Considera un par de sucesiones periédicas {a,} y {b,}, no necesariamente ambas con el mismo periodo. Se
construye la sucesién compleja ¢, = {a, + ib,}. ;Es periédica?, jde qué periodo?

53. Sean f(x) = (/x — 3)? y g(x) = (/x — 33)%. Encuentra el valor de f33(10000) y de g33(10000). (Nota:
f"(x) significa evaluar sucesivamente la funcién f n veces, donde la primera evaluacién se hace en x.)

54. Encuentra el limite de las siguientes sucesiones: a, = 1 + % + % + e+ 2%, b, = %

55. Un cartero lleva correo a diecinueve casas alinehadas en la costa de Acapulco. El cartero noté que cualquier
par de casas consecutivas nunca reciben correo el mismo dia, pero nunca hay mas de tres casas consecutivas
que en el mismo dia se quedan sin correo. jDe cudntas maneras puede suceder esto?

56. Se llama espacioso a un conjunto de enteros si, de cualquier conjunto de tres enteros consecutivos, sélo
contiene a uno de ellos. j Cudntos subconjuntos de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}, incluyendo el conjunto
vacio, son espaciosos?

57. Considera secuencias que consistan tinicamente de A's y B's y que tienen la propiedad que cualquier cadena
de A's es de longitud par, y cualquier cadena de B's tiene longitud impar. Algunos ejemplos de secuencias
vélidas son AA, By AABAAAABBB, mientras que BBAB no es una secuencia valida. j Cudntas secuencias
vélidas hay de longitud 147

58. Una coleccién de m cubos consiste de un cubo de lado k para cada entero k tal que 1 < k < m. Una torre
se construye usando los m cubos seglin las siguientes reglas:

= Cualquier cubo puede ser la base de la torre.
= Cualquier cubo puede ser a lo mas 2 unidades mayor (en cuestién de las medidas de sus lados) que el
que esta inmediatamente debajo.
i Cudntas torres distintas que pueden ser construidas?
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