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Suma de Gauss
Cuenta la leyenda que el nifio Gauss tuvo que calcular la suma
1+2+3+4+..+994 100

Aunque podria parecer aparatosa un truco muy sencillo la resuelve. Acomode-
mos los términos de manera inteligente y sumemos:

s = 1 4+ 2 + 3 + .. + 9 + 99 + 100
S = 100 + 9 4+ 9% + .. + 3 + 2 + 1
2 = 101 4+ 101 + 101 + .. 4+ 101 + 101 + 101

Como el nimero 101 se estd sumando 100 veces, luego 25 = 101 - 100, que
implica S = w. Nada especial tiene el niimero 100, de hecho:

S = 1 + 2 + .+ (n-1) + n
S = n + (n—-1) + .. + 2 + 1
28 = (n+1) 4+ (n+1) + + (n+1) + (n+1)

Finalmente, notemos que el nimero n + 1 se estd sumando n veces, por lo

. . n+1)-(n
que 25 = (n+1) - (n), que implica S = (2¢

Ejercicios
1. Calcule la suma 1 +2+3+4+ ... +2017 + 2018.

2. Calcule la suma 2 +4 + 6 + ... + 2018. ;Qué tienen en comun todos los
términos?

3. Calcule la suma 1+ 3+5+7... +2015 + 2017.
4. Caclule la suma 1000 + 1001 + ... + 2017 + 2018.
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Mas sumas

El siguiente ejemplo fue tomado nuestra primera referencia bibliografica.

[1.6] Ejemplo. Calcular la suma de los 100 quebrados que se

obtienen formando todos los cocientes de cada par de niimeros de la
siguiente lista

1,2,4,8,16, 32, 64,128, 256, 512

Solucién. Pongamos los quebrados en una tabla:

1 1 1 1 Lo b 2] g 1
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
2 2 2 22 a8 e g
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
4 4 i T e T T
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
8 8 8 8 8 8 B 8 wilber r oy gl
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
18 16 L 16, 16v,n18, 16 916 _-16., 16 16
1 2 4 [ 16 32 64 128 256 312
g3 32 2 8 83 83 80 . B 5 59
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
64 64 64 64 64 64 64 B4 o 64 64
1 2 1 8 16 32 64 128 256 512
126 128 128 128 128 128 128 128 128 128
1 2 1 8 16 32 64 128 256 p
256 256 256 256 256 256 256 256 256
1 > 4 [ 16 32 64 128 256
512 512 512 512 512 512 512 512 512 512
1 2 ] 8 16 32 64 128 256 512

El trabajo se simplifica mucho si agrupamos correctamente antes de
hacer la suma. Por ejemplo, observemos que en una misma columna de

la tabla todos tienen el mismo denominador, asi que la suma de cada
columna es facil de calcular; ademas, en cada caso los numeradores son
los mismos y su suma es 14+2+4+4-8+4+16+32+464+128+256+512 = 1023.
Ahora debemos calcular la suma de las sumas de las columnas:
1023 1023 1023 1023 1023
el — 4 —

1 W
1023 1023 1023 1023 1023

oy oy 198 T 256 | 512

_1“2‘;(14_1 L 1 ] 1.)
e U B BT e D G DT e T g T L
mz.}(-"yl?-i-- 956 + 128+ 64 + 32+ 16 + 8+ 4 + 2 4 |)
—102: SLAELALELERS

10232
A

Normalmente nos encontraremos con sumas de potencias como en el ejemplo
anterior, en el cual observamos que 1424 ...+2° = 219 — 1. La formula general
para tal caso es:
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"t — 1

14+ 422+ 42" 242" 42" = .
o

Para obtenerla veamos que

A4+z+2?+. 2" 2" (-1 =2-1+z+2®+.. +2" 42"

=zt .2+ (It 2" ")
="t -1

Ejercicios
1. Calcular 1-349-274-81-243+729.
2. Escribir 11111111 como potencias de 10 y verificar la férmula.

3. Escribir 1001001001 como potencias de 10 y comprobar la férmula para
este caso.

Mas métodos para calcular sumas
La manera de calcular
12422 4+32 4 ... +97% + 982 4+ 992 + 1002

es un poco mas interesante. Empezamos con la formula

(k+1)° -k =k +3k>+3k+1—k*
=3k? +3k+1

Particularizando esta formula para k = 1,..,n y sumando, obtenemos

23 - 13 = 3 12 + 3 1 + 1
33 - 23 = 3 22 + 3 2 + 1
43 - 33 = 3 32 + 3 3 +
n-12 — (m-2% = 3 (n —2)? + 3 (n—2) + 1
n3 - =13 = 3 (n—1)2 + 3 (n—1) + 1
(n+1) - n? = 3 n? + 3 n + 1
(n+1)2 — 1 = 3 (12+...+n%) + 3 (1+..+n) + n
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Asf al despejar 12 + ... + n? obtenemos

m+1)32-1-3-(1+..4+n)—n

2 2
174+ ... 4+n" = 3
(n+1)3—1-3. 24D
B 3
1 2-n+1)*—-2-3-n-(n+1)—2-n
=3 :
1 2-(n+1)*-3-n-(n+1)—2-n—2
=3 ;
1 2-(n+1)*=3-n-(n+1)—2-(n+1)
=3 ;
1 n+D{2-(n+1)*-3-n—2}
=3 .
1 n+D{2-(n?*+2n+1)—-3-n—2}
3 2

n(n+1)(2n+1)
B 6

Esta férmula es importante, pero es mas importante el procedimiento con el
cual se obtuvo.

Ejercicios
De modo analogo calcular o demostrar:

-(n+1
L1834 pd = (tl)y2

1 1 1 1 1 . . )
2. 15t35 Tzt 30163017 + 55173015 49¢€ puede escribir cada termino
como la diferencia de dos nimeros?.

3 5 7 2n+41
3~ 12,22 + 22,32 + 32,42 + + n2.(T7Ll—:_1)2 .

Problemas

1. Calcular 100 —99+98 — 97+ ... +2—1
2. Calcular 20182 — 20172 + 20162 — 20152 + ... + 4% — 32 + 22 — 12,

3. En la sucesion
1,3,5,—-7,—9,—11,...

Los signos se van alternando cada 3 términos. Calcule la suma de los
primeros 300.

4. Deducir una férmula para la suma de los primeros n pares.
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5. Deducir una férmula para la suma de los primeros n impares.

p ko :IJ
" i al

6. Encontrar la suma de todos los nimeros de tres cifras en cuyos digitos
aparece exactamente una vez los digitos 1, 2, 3 y 4.

7. Radl ley6 un libro. El primer dia leyé 30 paginas y cada dia siguiente ley6
6 paginas mas que el dia anterior. Si la lectura le llevé 100 dias, cudntas
péginas tenia el libro?

8. Definicién: Una progresién aritmética es una sucesién de nimeros
A1,02...,Qpy ...

tales que la diferencia entre cualesquiera dos consecutivos es constante, es
decir
Qi1 —a; =d

Calcule esto notando cuantos palillos se aumentan en cada

(a) Encuentra el término a; en terminos de a;
(b) ¢(Es posible encontrar una férmula para la suma a; + ... + a,?

(c) Las siguientes figuras estén formadas con palillos y constan de tridngulos

equildteros

Figura 1 Flgura 2 Frgura 3

. Qué cantidad de palillos se necesitan para construir la figura que
tiene 100 tridngulos? Calcule esto notando que para construir una
siguiente figura se adicionan dos palillos.

(d) Encuentra tres numeros que estén en progresién aritmética cuya suma

sea 27 y la suma de sus cuadrados 5%

(e) Encuentre la suma de los primeros cien nimeros que acaban en 5.

(f) Los nimeros a, b, ¢, e estdn en progresién aritmética (en ese orden).
Demostrar que

1 1 1 3
Vatvh bt Verve Jatye

9. Calcular 1-1000+2-999 + 3 -998 + ... +999 - 2 + 1000 - 1.
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10. Sea r un nimero natural. Demuestra que

11...11 —22...22
——— =
2r veces T veces

es un cuadrado perfecto.

11. Prueba que el nimero: 22005 442005 1 1 2006290% es multiplo del niimero
244464 ...+ 2006
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