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Prefacio

He aqui mi pequefia contribucién a la difusion de matemagoasstellano.



Notacion

N Los nameros naturalg$,1,2,3,...}.

Z Los enterog...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}.
Q Los numeros racionales (fracciones).

R Los nimeros reales.

P Los nameros primo&,3,5,7,11,...}.

Ja; bl Elintervalo{x e R: a<x<b}.

[a;b] Elintervalo{x e R: a <x <b}.

Ja;b] El intervalo{x e R: a<x < b}.

[a;b[ Elintervalo{x e R: a <x<b}.

Ja;+oo[ Elintervalo{x e R: x> a}.

[a;+o0o[ Elintervalo{x e R:x > a}.

]—oo;al Elintervalo{x e R:x< a}.

]—oo;a] Elintervalo{x e R:x < a}.

IIx]| El Gnico entero que satisfage— 1 < ||x|| <x

El Gnico entero que satisfaes: [x] <x+1

=



Chapitre

Preliminares

1.1. Buen orden
1 Definicibn Se denotara los enteros mediante el siml#lp los nimeros naturales (enteros positivos, incluyendd) al
mediante el simbol®. Un entero naturap > 1 esprimo si sus Unicos divisores sgnmismo y la unidadl. Se denotara el

conjunto de los primos mediante el simb&oSi un entero diferente deno es primo, entonces se dice quecempuesto
Obsérvese que ni es primo ni compuesto.

2 Axioma (Axioma del buen orden)  Todo conjunto no vacio de nimeros naturales contiene ureglienminimo.

3 Ejemplo Demuéstrese queﬁ es irracional.

- , . . a I .
Resolucién:Presumase al contrario qu@. es racional, esto es, que hay entetpb conv/2 = b Esto implica que el conjunto

o =(nV2: (n,nv2) € (N\{0})%)
no es nulo ya que contienaa Por el axioma del buen orde, tiene un elemento minimo, llamepe kv/2. Comov'2—150,
se tiene que
i(V2—1)=jV2—kvV2=(j —k)V2
es un entero positivo. Comibx 2v/2 implica que2 — v/2 < v/2 y tambiénj/2 = 2k, se ve entonces que
G—K)V2=k(2—V2)<k(V2) =j.

Asi pues,(j — k)2 es un entero positivo d& menor queg. Esto contradice la eleccién geomo el menor elemento d€
y termina la demostracion. Contrastese este método comh ejleteplo 61.

4 Ejemplo Seana, b, c enterosu® 4+ 2b° = 4¢°. Demuéstrese que=b = ¢ = 0.

Resolucién: Claramente basta considerar enteros positivos. Escajasmw, b, ¢ que satisface la ecuacién y con
max(a,b,c)>0

tan pequefio como fuere posible dSi+ 2b® = 4c® entonces: ha de ser par, digase-2a; . Esto conlleva 82a$ +b® =2c°.
Luegob es par, digasb = 2b y por tantol6a$ 4 32b$ = c®. De esto resulta que también es par, digage= 2¢;, y asi
a? +2b8 = 4c?. Pero entoncemax(ai,by,cq1) <max(a,b, c): contradicciéon. Asi todas las variables deben ser cero.

5 Ejemplo Demuéstrese que el producto@nteros consecutivos es divisible pdt

1



2 Chapitre 1

Resolucion:Obsérvese que el problema se reduce a considerar entetomestnte positivos, ya que si fuesen estrictamente
negativos, con multiplicar pdr—1)™ no se afecta la divisibilidad, y si incluyesen(glel producto seri@, que es definitiva-
mente divisible pon!.

Preiimase pues que todos los enteros en consideracion sotagstnte positivos. Se utilizara el axioma del buen orden
(Axioma 2) y se argtira por contradiccion. Sehel menor entero para el cual

M+1)(M+2)---(M+n)
n!

. n! .
no es entero. Obsérvese gquk> 0 ya quem =1 es entero. Ahora bien,

M+1)---(M+n) = (M+1)---(M+n—1)(M+n)
MM+1)(M+2)---(M+n—1)
+(M+2)---(M+n—1)n.

Por definicion deM,
n! dividea (M(M+1)(M+2)---(M+n—1))

y
(n—1)! dividea ((M+2)---(M+n—1)).

Luegon! dividea((M +2)---(M+n—1)n). Pero entonces
n! dividea ((M+1)(M—+2)---(M+n)),

lo cual es una contradiccién.

Tarea
6 Problema Demuéstrese que no existe ningln entero en el intef@gla

2 b2
7 Problema (IMO, 1988) Si a,b son enteros positivos para los cuales la canti%-sé;—b es entera, demuéstrese entonces
a?+b?

——— es un cuadrado perfecto.
T+ab P

8 Problema Demuéstrese que la cantidad —n es siempre divisible pa§ y quen® —5n3 +4n es siempre divisible por
120 paratodo entera.

1.2. Induccidén

9 Axioma (Principio (débil) de la induccién matematica) Si . es un conjunto de enteros tal gdle ¥ ysine .Y —
n+1e€ ., entonces” =N.

10 Axioma (Principio (fuerte) de la induccién matematica) Si.# es un conjunto de enteros tal goee . y si{m,m+
1,...,n}e.¥Y — n+1¢e.¥, entonce¥ k > m se tienék € ..

11 Ejemplo (USAMO, 1978) Llamesebuenoal enteron si se pudiere escribir de la forma

n=a;+az-+---+a,

en dondenq,as,...,ax SOn enteros positivos, no necesariamente distintos yaatado
1 1 1
—+—F At —=1.
aq az Qax

Dada la informacion de que todo entero desd&3dhasta el’3 es bueno, demuéstrese que todo entedd es bueno.




Tarea 3

Resolucion: Primero se demostrara quersies bueno entonces tambi2gn + 8 y 2n 4 9 son buenos. Para esto presimase
quen=a;+az+---+axyque

1 1 1
T=—+—+ 4+ —.
a1 az ax
Luego2n+8=2a; +2a;+ -+ 2ax+4+4y
2a;  2az 2 4 4 24 4
Ademas2n+9=2a;+2a2+---+2ax+3+6Yy
2a;  2az 2ay '3 6 2 36
Luego si
sin es bueno entonces amban + 8 y 2n + 9 son buenos (1.1)

SeaP(n) la proposicién: “todos los enteregn+1,n+2,...,2n+ 7 son buenos”. Por hipétesy33) es cierta. Pero
(1.1) implica la veracidad dB(n + 1) cada vez qu®(n) sea cierta. Luego la asercion es demostrada por induccidrefu

Tarea

1.3. Principio de las pichoneras de Dirichlet

12 Regla (Principio de las casillas (pichoneras) de Dirichl  et) Sin+ 1 palomas vuelan hacia pichoneras debera existir

al menos una casilla que tenga dos o mas palomas.

13 Ejemplo (Putnam, 1978) SeaA un conjunto cualquiera d2) enteros tomados de la progresidon aritmética
1,4,...,100.

Compruébese que debera de haber dos enteros distinfoseya suma e$04.

Resolucion:Férmese una particion de 184 elementos de la progresion en I3 grupos
{1},{52},{4,100},{7,97},{10,94}...{49,55}.

Como se han de tom&0 para formar el conjuntd, por el principio de las casillas de Dirichlet deben de halwerenteros
gue pertenezcan a uno de los pares, y por tanto surhé#.a

Tarea

14 Problema Pdngase en evidencia que entre siete enteros cualesquiromen o iguales quE26, siempre se podra hallar
dos, llamense& y b, los cuales satisfacen las desigualdades

b<a<2b.
15 Problema Dados cualesquierB0 enteros en el conjuntd,2,...,99} demuéstrese que siempre habra dos subconjuntos
disjuntos cuyos elementos sumaran a la misma suma.
16 Problema No importa queés5 enteros se elija del conjunto
{1,2,...,100},

demuéstrese que siempre habra dos que difiereh(or




Chapitre

Divisibilidad y primos

2.1. Divisibilidad y algoritmo de division

17 Definicién (Divisibilidad) ~ Se dice que un enterd +# O divide a otroa, denotado pod a, si existe un enterd’ tal que
dd’ = a. El caso en qué no dividiere aa se denotara pat f a.

18 Teorema (Propiedades de la divisibilidad) Seana,b, c,d,x,y enteros. Entonces

0O (d a,d b) = d (ax+by).
0 (da,ab) = db.
0 (da,a#0) = |d|<|al.
0 (da,ad) = d==+a.

Demostracion: Se tiene que

0 hayd’,d” condd’'=a, dd” =b. Asi
xa+yb=xdd' +ydd” = (xd'+yd")d,

lo que implica qual (xa+yb).
0 hayd’,a’ condd’=ayaa’=b, de donde

dd'a’=aa’=b = d b.

. a a
O el numeroa es un entero no nulo, Iueg% >1 = a>d.

O por definicionda # 0. Existend’, r ambos diferentes d@, tales quedd’ = a y ar = d. Entoncesdd'r =
ar =d. Luegod'r =1y comod’, r son enteros, se tiene qdé =41, r = 1. Se colige quel = +a.

O

19 Teorema (Algoritmo de division)  Seanb € Z\ {0} y a € Z. Entonces hay enteros UnicqQy r tales que

a=bg+r, 0<r<|b|.

4



Divisibilidad y algoritmo de division 5

Demostracion: Sib > 0 tomeseq = [L%JJ yr=a—bgq. En virtud de la definicion de la funcion mayor entero,
<2 +1
qsy<a+l

luegobq < a<bg+b, de dond® < r<b =|b|. Siacasd < 0 entonces péngasg= —U‘%‘ﬂ-

Para demostrar la unicidad, supéngase que bq’ 41’ =bq 41, con0 <r’,r<|b|. Luegor' —r=b(q—q’),
de dondéb (' —7). Perojr’ —r| < |b], lo que requiere que’ = r, en virtud del Teorema 18. De aqui también se
deduceq’ =q. O

20 Definicion En la ecuaciém =bq + r, a es eldividendq b # 0 el divisor, q el cocientey r el residua

El algoritmo de division crea particiones de los enterosised] residuo que éstos dejen al ser divididos por un entero no
nulo. Por ejemplo, sih =5 el algoritmo de division dice que los enteros se puedenlareqg las siguientes cinco columnas:

—-10 -9 -8 —7 —6
-5 —4 -3 -2 —1
0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

El arreglo aqui mostrado evidencia que los enteros vienememle cinco sabores: aquellos cuyo residu® akser divididos
por 5, aquellos cuyo residuo dsal ser divididos pob, etc. Dicho de otra manera, todo entero es de la fdkak + 1,
5k + 2, 5k + 3 6 5k + 4. Obsérvese ademas que se puede decir que todo entero es deddkg 5k +1 6 5k + 2. El
algoritmo de divisién pues discrimina y crea clases enselderos, llamadagases de equivalengigue se denotaran (en el
caso cuando el divisor & por

57-={...,—15,—10,—5,0,5,10,15,...} =0,
52+1={...,—14,—9,—4,1,6,11,16,...} =T,
52+2={...,—13,—8,—3,2,7,12,17,...} =2,
52+3={...,—12,—7,—2,3,8,13,18,...1 =3,
52+4=1{...,—11,—6,—1,4,9,14,19,...} =4,

y se pondra

Z5 :{Ov1 )2)3)4}'

21 Ejemplo Demuéstrese que el cuadrado de todo entero es de la ftkmade la formadk + 1. Luego demuéstrese que
ningun entero en la sucesion
11,111,1111,11111,...

es el cuadrado de un entero.

Resolucion:Si el entero es par, es decir de la fordw, su cuadrado ea)? = 4a?, que es de la formdk. Si el entero es
impar, digamogt + 1, entonceg2t +1)% =4(t? +t) + 1, que es de la formdk + 1.

Ahora bien, para > 2,
11...1=11...1100+8+4+3=100-11...114+8+3:=4s+ 3,
nl's n—21's n—21's
endondes =25-11...11+2. Asi pues, todo nimero en esta sucesion es de la fékra3. Pero se sabe que un cuadrado ha

n—21's
de tener la formdk 6 4k + 1y por lo tanto ninglin miembro de esta sucesién es el cuadeda dntero.
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22 Ejemplo Sean > 0 entero.

0 Seaa 1. Demuéstrese la identidad

5 7 a*—1
T+ata?+.fa"l-——0r. (2.1)
O Demuéstrese la identidad
XMyt = (x—y) (XM X 2y X3y g™t 2y ). (2.2)

De esto se deduce quexsiy son enteros cor # y entoncex —y divide ax™ —y™.

O Sinesimpar, hagase patente doety) (x™+y™).
O Demuéstrese que Eies un entero positivo impar
T4 28 4 4 nk
es divisible por

1+2+4+n.

L . . . . . a .
Resolucién:Para el primer inciso, se procedera por induccion. Rafd es claro qud = a1 y paran =2 es evidente que
a_

3
a
T+a+a’=
a

—1

. Suponiendo la validez de 2.1 patahabra de demostrarse pata- 1. Ahora bien

(T+a+a’+--+a* ) +a" = +a®

demostrando la validez de 2.1 para- 1. Asi la primera asercioén queda demostrada por induccién.

Para demostrar 2.2 basta ponet s en 2.1y simplificar. Es evidente entonces ¢ne-y) (x™ —y™).

Sin fuere impar, entoncegs—y)™ = —y™ y con substituir—y pory en 2.2 se obtiene el resultado.

Para obtener la Gltima aseveracion obsévese primero que

1+2+~-~+n:n(nf+”.

Se consideraré los casos cuamdes par y cuanda es impar por separado.

Presimase primero quees par. Luegd; es un entero y cada una de las expresiones

k k
K 1k, 9k ke . "_2) (“"‘2) nok g
T m-1s 2 2% (22) + (R22) 5 3 e

es divisible por5 en vista del inciso anterior. Reagrupando de la manera

n k n+2\%
T n 2 (n—1)%- 5 5 +(i) ,
2 2
también se ve que la suma es divisible pot- 1. Como 5 y n+ 1 no tienen factores en comun, se deduce que la suma es

divisible porw.
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Presimase ahora quees impar, de dond@ﬁ—1 es un entero. Cada una de las expresiones

1\ K K K
Tan 2 ek (B0) (B2 ()

2 2 2

es divisible por% en vista del inciso anterior. De igual manera la suma esibigiporn ya que cada una de las expresiones

1K Kk
1k+(n—1)k;2k+(n—2)k;---;(n2]) +(n;r1) nk,

lo es. Como™ - y n no tienen factores en comun, se deduce que la suma es cb\psnbﬁ‘%

23 Ejemplo Demuéstrese gque si es un entero positivo tal quzn + 1 es un cuadrado, entoncast 1 es la suma de dos
cuadrados consecutivos.

Resolucién:Como2n + 1 es un cuadrado impar, tenenis+ 1 = (2t 4+ 1)? para algin entert. Resolviendo para,

2_
n:%:ﬂ%@t.

Luegon+1=1t%+ (t+1)?, la suma de dos cuadrados consecutivos.

24 Ejemplo Demuéstrese que el nico primo de la fornfat+ 4 es el5.
Resolucién:Se puede restringir el argumento a enteros positivos. @bsggue

n*+4 - n*44n?4+4—4n?
(n?+2)2—(2n)?
= M?P—2n+2)(n’+2n+2).

Si este producto es un niimero primo entonces el factor méefiegebe seriguallaAsin? —2n+2-=1,o0sean—1)%=0,
esto esn = 1. Asi, el Gnico primo de esta forma @4 +4 = 5.
25 Ejemplo Seanaj,as,...,az, enteros tales que la ecuacion
(x—ap)(x—az)- (x—azn) — (=" (n)* =0
posee una solucion entemaDemuéstrese que

a1 +az+---+0azn
a= .
2n

Resolucién: Evidentemente se tiene+ a; para ninguna de laisy los enterosi — a; son2n enteros diferentes. Asi pues
(a—ar)(a—az) - (@a—az) > (1)(2)---(M)(=1)(=2)---(—n) = (n})?,

la igualdad ocurriendo si y s6lo si

{a1,az2,...,a2n}={1,2,... . mn,—1,—2 ... ,—n}.
Se debera tener entonces
(a—a))+(a—az)+-+(a—az)=1+2+-+n—1—-2—-..—n
siy sélo si
2an—(aj+az+ -+ azn) =0
siy sélo si

ar+az+---+0azn
a= )
2n

como se queria demostrar.
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Tarea

26 Problema Hallése todos los enteros positivos de la forma

1
T+ —,
T
donder es un namero racional.
27 Problema Demuéstrese que el entero
11...11
H’_/
221 1's

€es compuesto.

28 Problema Demuéstrese qui00 divide a11'% —1.
29 Problema Demuéstrese que entre tres enteros siempre se puedenretmotaes qua®b — ab? sea divisible poil 0.

30 Problema Demuéstrese, via induccion, que la expresion
333 _26n—27

es un multiplo dd 69 para todos los nimeros naturates

31 Problema Demuéstrese que 3in+ 1 es un cuadrado, entoncest 1 es la suma de tres cuadrados.

32 Problema Demuéstrese queni> 11 entonces se puede escribir como la suma de dos nimeros compuestos.
33 Problema (AHSME, 1976) Sear el residuo cuand®059,1417 y 2312 se dividen poi > 1. Halle el valor ded — .
34 Problema Demuéstrese que” + 23 es divisible po24 para un nimero infinito de nimerans

35 Problema La suma de enteros positivos E296. ¢ Cudl es el valor maximo de su producto?

36 Problema (E 6tvés, 1899) Compruébese que para todo entero positiyta expresion
2903™ —803™ —464™ +261™

es siempre divisible por897.

37 Problema Demuéstrese que todo entato 6 puede ser escrito como la suma de dos enteros ambos mayerksajes
gue cada sumando sea relativamente primo.

38 Problema Demuéstrese que si ambp®s primo, o bier8p — 1 es primo y8p + 1 compuesto o viceversa.
39 Problema Demuéstrese quedivide a22225%%5 4 55552222,

40 Problema Demuéstrese que 2I' — 1 es un nimero primo, entonce®s un nimero primo. Primos de esta forma se llaman
primos de Mersenne.

41 Problema Demuéstrese que3l' + 1 es un nimero primo, entonce®s una potencia d& Primos de esta forma se llaman
primos de Fermat.
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42 Problema ( (UM )?C*, 1987) Dado quel 002004008016032 tiene un factor prime > 250000, encuéntrese.

43 Problema Demuéstrese que
a’+b3+c3—3abc=(a+b+c)(a?+b?+c?—ab—bc—ca).

Luego demuéstrese que
6 (a+b+c) = 6 (a>+b3+c3).

Demustrése ademas que qua s la suma de tres cubos consecutivos, entohees

44 Problema Compruébese que el producto de cuatro enteros conseculiferentes d@, jamas es un cuadrado.

45 Problema Demuéstrese que Ries impar entoncez™ 2 divide a
k2" —1

para todos los enteros naturates 1.

2.2. Maximo comun divisor

46 Definicion (Maximo comun divisor)  Sea(a,b) € Z?, (a,b) #(0,0). Sit ay r b entonces es undivisor cominde

ayb. Sid es un divisor comin da y b tal que cualquier otro divisor comun dey b divide ad, entoncesl es elmaximo
comun divisode a y b, denotado poMCD (a,b). Obsérvese que esto requiere gusea> 0.

47 Definicién Dicese que dos enterasy b sonrelativamente primosi MCD (a,b) =1.

48 Teorema (Teorema de Bachet-Bézout) Sea(a,b) € Z2, (a,b) #(0,0). Sid =MCD (a,b) entonces hay enterasy
tales que
ax+by=d.

Demostracién: Considérese el conjunto

S ={neZ:n>0,n=as+Dbt,(s,t) ez}
& # @ ya que o bienta € . 0 bien+b € .. Luego por el buen orden de los entergg,tiene un elemento
minimo estrictamente positivo al que se llamag@= axy + byo. Obsérvese qué ny en virtud del Teorema 18

yaqued ayd b. Ahora bien, por el algoritmo de division existen enteqgs cona=qno +1, 0 < r<mng. Si

r +# 0 entonces
r=a—qno=a—q(axo+byo)=a(l—qgxe) —qbyo €.

gue es menor quey, contradiciendo la definicién dey, de donde se concluye que- 0. De la misma manera se
puede demostrar quey b. Luegong es un divisor comdn de y b, por lo tanto divide ad. Ya qued no yno d
se tiene, en virtud del Teorema 18, se tiene duetny. Como ambosl > 0,ng > 0 se colige quel =ngp. O

49 Ejemplo SiMCD (a,b) =1 entonceCD (a-+b,a? —ab+b?) =163,

Resolucién:Sead = MCD (a+ b,a’—ab+ bz). Ahora biend divide a

(a+b)?>—a*+ab—b%=3ab.
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Asi, d divide a3b(a+b) — 3ab = 3b2. De manera semejante se deduce dun?. Pero entonced MCD (3a2,3b2) =
3MCD (a?,b%) =3MCD (a,b)* = 3.

50 Ejemplo Seanm,n,a # 1 enteros positivos. Demuéstrese que

MCD (a™ —1,a™ —1) = gcP(mmn) 1,

Resolucién:Péngasel = MCD (m,n), sd =m, td =n. Entoncem™ —1 = (a?)® — 1 es divisible pom® — 1 y de manera
semejanteq™ — 1 es divisible bya® —1. Asi (a® —1) MCD (a™ —1,a™ — 1). Ahora bien, en virtud al Teorema de Bachet-

Bezout (Teorema 48) existen entergg) conmx +ny = d. Notese que,y habran de tener signos opuestos (no pueden ser
ambos negativos, ya qukseria entonces negativo. Si ambos fuesen positivos erstdneen +n, lo que contradice al hecho
gued < m,d < n). Presimase pues, sin pérdida de generalidadxyquey < 0. Péngasé¢ = (a™ —1,a™ —1). Entonces

t(a™—1)yt (a ™ —1).Luegot ((a™ —1)—a%(a ™ —1))=a?—1, estableciendo el resultado.

Tarea
51 Problema (IMO, 1959) Compruébese que la fracci gin+4 es irreducible para todo entero natunal
' pruébese i3 P

52 Problema (AIME, 1985) Los numeros de la sucesion
101,104,109,116,...

son de la forma, = 100+n? n=1,2,.... Para cada pongasal, = MCD (an, any1). Héllesemgx d,.
n=

53 Problema Témese cualesquiebd enteros de entrk, 2,...,100. Demuéstrese que hay al menos dos que son relativamente
primos.

54 Problema Demuéstrese que el producto de tres enteros estrictamesity@s consecutivos jamas sera una potencia per-
fecta.

2.3. Primos y factorizacion unica
55 Lema (Lema de Gauss) Sid aby MCD (d,a) =1 entoncesl b.

Demostracién: Por el Teorema de Bachet-Bezout (Teorema 48) existen entgydales quenx + dy =1. Luego
bax+bdy=b. Comod ab se tiene quel (bax+bdy)=0b.0

56 Lema (Lema de Euclides) Sip es primo, yp ab o bienp a o bienp b.

Demostracion: Sip{ a entonceMCD (p,a) = 1. Gracias al Lema de Gauss (Lema 55) se tienepjte O

57 Teorema (Teorema fundamental de la aritmética) ~ Todo enteran > 1 puede descomponerse en factores de la manera

_ % [
n=py - p,

en dondepq < p2 <--- < pr SON primos. Esta representacién es Unica, a la cual se Bdafactorizacion candnica da..
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Demostracion: Sin > 1 es primo, entonces no hay nada que demostrar. Supongase:xques el menor entero
no primo que no se puede descomponer de la manera dicha. @onwoes primo, existen’ > 1,n” > 1 con
n=n'n". Pero luegon’ y n” son menores que y por tanto se pueden descomponer carie- g1 ---qPs y
n”=qj"---q{* donde algunos de los exponentes pueded s8e sigue que

n=nn"=n'-= q§31 +v1 q2[32+Y2

)

lo que contradice la suposicion de queno se podia descomponer en primos.

Para demostrar la unicidad de la descomposicion, se argfizainduccién. Supdngase que todo entero mayor
guel y menor quen puede descomponerse en primos de manera Unica. Si

_ % Xy _ M1
n=pit e =gl gl

endondep; <p2<---<PrYdi<gz<---<(r. Entonces por el Lema de Euclides (Lema p§)debe dividir a
exactamente una a de lags y q1 debe dividir a exactamente una de fa's. Pero esto fuerza; = q7. Luego al
dividir por p7 uno y otro lado se obtiene se obtiene

n x1 —1 .

_:p1

P n1—1_n2 n
P ":p1 q SS'
P1

Por la hipotesis de induccior— se descompone en primos de manera unica, luegs, pi=qi y &1 — 1=

1
n—1,x2=mn2,..., =7, de donde se colige que, =11 y por lo tanton también se descompone en primos
de manera Unical

58 Teorema (Euclides-Infinitud de los primos) El conjuntolP de los primos es inagotable. Aln maspsi=2,p>=3,...y
en generapy es elk-ésimo primo, entonces

Px+1 <pP1---pr+1.

Demostracion: Considérese el entemo=p1 ---px + 1. Por el Teorema fundamental de la aritmética (Teorema
57) o bierm =pq---pr+ 1 es primo, o puede descomponerse como un producto de priongse ldemuestra la
existencia de una lista de primos dividiendaalista que se llamar&”. Ahora bien, al dividim por los primos
delalista??’ ={p1,p2,...,Px}, n deja residuadl. De aqui se infiere que? N ¥’ = @ y luego a cualquier lista
finita de primos puede agregarsele un primo més, de dondeinanlista finita de primos es exhaustiva. El primo
minimop diviendo an debe ser mayor quey y se tiengp < n en virtud del Teorema 18. Es claro gpg1 < p.

O

La sucesion de los primos comienza pues asi
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53, . ..

59 Definicion  Un multiplo cominde dos enteroa,b es un entero no negativo que es divisible por amiogsb. Sim es
multiplo comin den, b y si m divide a todo otro multiplo comun, entoncgses elminimo comdn mdltipladea, b, al que se
denotard pomcm(a,b).

60 Teorema Seann = qf‘ —gqBsyn/= q7"---q{* donde algunos de los exponentes puedef sEntonces

MCD n,n’/ — qr1n’|n([31 Y1 )qgﬁn(ﬁzn’z) (2.3)
y , ,

mem n,n/ :qTaX(BhYﬂqTaX(Bz»Yz)”.' (2.4)
Aln mas:

nn'=MCD n,n’ mcm n,n’ . (2.5)
y si k es un entero positivo entonces

MCD (a,b)*=MCD (a*,b*), mcm(a,b)*=mecm(a*,b). (2.6)
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Demostracion: Las dos primeras aserciones son evidentes gracias al Teofemdamental de la aritmética
(Teorema 57). Para la tercera asercion basta notar que

min(3,n) +max(p,n) =B +mn.

La cuarta se deriva de las primeras das.

61 Ejemplo Demuéstrese queﬁ es irracional.

Resolucion: Supéngase a miras de contradiccion q@: a/b con enteros positivoa, b relativamente primos. Entonces
2b2 = a?. El lado siniestro de esta ecuacion tiene un nimero impaateres primos mientras que el diestro tiene un nimero
par. Esto contradice el Teorema fundamental de la ariteméTieorema 57). Contrastese este método con el del ejemplo 3.

62 Ejemplo Demuéstrese que dados cualesguéranteros diferentes con todos sus factores primos en elrtofiy 7,11,13, 23},
siempre hay dos distintos cuyo producto es un cuadrado.

Resolucién:Cada uno de 1033 enteros es de la forma
597%11¢13923F,

Asi, a cada uno de Ia33 enteros se les puede asociar un vector de la fqmd, ¢, d, f). Dependiendo la paridad de los
componentes del vector, h@ = 25 tipos de estos vectors. Por ejemplo, uno de los tipos es fpgrimpar, impar, par).
Piénsese de esta2 clases de vectores como g casillas. A los33 enteros se les distribuira en 32 casillas y por tanto, una
de las casillas tendré al menos dos enteros diferentes t&naslla los exponentes de los nUmeros son de la mismaagarid
asi que al multiplicarse, todos los exponentes seran fdarego este producto sera un cuadrado.

Tarea

63 Problema (IMO 1985) Dado un conjunta# de 1985 enteros positivos distintos, ninguno de cuyos factorem@sies
mayor que26, demuéstrese que siempre tendra cuatro elementos distintos cuyo produato&suarta potencia.

64 Problema Tomeseb1 enteros cualesquiera del conjunto
{1,2,...,100}.

Demuéstrese que siempre habra dos, uno dividiendo al otro.

65 Problema Demuéstrese que si el polinomio

1

p(x)=aox"+ax™ 4+ +an_1x+an

con coeficientes integros alcanza el valof7dgara cuatro valores integros gle&ntonces no puede tomar el valortepara
ningun valor integro de la variable

66 Problema Compruébese qua’® +3m*n —5m3n? —15m?n3 +4mn* 4+ 12n° nunca seré igual 33.
67 Problema Demuéstrese que la suma
$=1/2+1/34+1/44---+1/n

jamas es integra.

68 Problema Demuéstrese que existe un entero Gniquara el cual® +2'" ++ 2™ es un cuadrado perfecto.




Algoritmo de Euclides y ecuaciones diofanticas lineales

2.4. Algoritmo de Euclides y ecuaciones diofanticas lineas

Se dara ahora un procedimiento eficaz para hallar solucigmesla ecuaci6MCD (a,b) = ax+ by. Este procedimiento
se llama ehlgoritmo de Euclidey opera como sigue. Seanb enteros positivos. Luego de aplicar el algoritmo de divisié

repetidamente, se ve que
a =
b =
T2 =

Th—2
Th—1 =

La sucesion de residuos eventualmente llegarég,yn que serd ya que la sucesiob, rz, 13, ..

bq1 + 12, O<ra2<b,
T2q2+713 O<r3<ry,
343+ T4 O<rg<rs,

2.7)

Th1gn-1+Th O<Tp<rn_q,
Tndn.

monotona decreciente la cual no puede tener mastdeminos estrictamente positivos.

69 Lema Sib +#0, a=qb-+rentonceMCD (a,b)=MCD (b,r).

Demostracion: Péngasal=MCD (a,b),c=MCD (b,r).Comod ayd b, se sigue qud (a—qgb) =r. Asi

puesd es un divisor comin dey b. Esto implica quel c. Por otra parte,c vy ¢ b implican quec (gb+71) =a.

Luegoc es un divisor comin de y b de donde: d, lo que acaba la demostracionl.

70 Teorema Siry, es el Ultimo residuo diferente @eencontrado en el algoritmo de Euclides, entonces

rhn=MCD (a,b).

Demostracion: Aplicando el Lema 69 varias veces se ve que

MCD (a,b)

0
|:| De las ecuaciones en 2.7 se ve que

T2
r3
T4

Tn

MCD (b,Tz)
= MCD (r2,r3)

MCD (rnf'l »rn)

= Th.
a—bq1

b—r12q2
T2 —T3q3

Th—2—Th—-1qn—1,

luego es posible expres®CD (a,b) como una combinacion lineal de y b trazando estas igualdades en

reversa.

71 Teorema Seana, b, ¢ son enteros tales ge, b)|c. Dada una soluciéiixg,yo) de la ecuacion diofantica lineal

cualquier otra solucion es de la forma

ax+by=c,

b a
x:x0+t_» U:UO—t—»

endondal= (a,b)yteZ.

d d

. es unasucesioén de enteros
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Demostracion: Es inmediato que sixo,yo) €s una solucion dax + by = ¢, entoncex =xo + tb/d,y =
yo —ta/d es también una solucién. Demostrarase ahora que toda ottei¥m es de la forma deseada.

Supdngase quex’,y’) satisfaceax’ + by’ = ¢. Si ademasix, + by, = ¢ entonces
a(x'—x0) =b(yo—y’).

Dividiendo pord = (a,b),
&X' —x0) = 2 (Yo — ')
d o)=qWo—u

Como(a/d,b/d) =1, se sigue quegl(yo —1vy’), por virtud del Lema de Euclides. Asi pues existe un erttero
tal quet% =yo—1y/, ésto esy =yo — ta/d. Se colige entonces que

L.
d(x X")’dtd’

which is to sax’ =xo 4 tb/d, demostrando el teoremal

72 Ejemplo HalleseMCD (23,29) mediante el algoritmo de Euclides y Encuéntrese soluciengsras para la ecuacion
23x+29y =1.

Resolucién:Se tiene
29=1-23+6,
23=3-6+5,
6=1.5+1,
5=5-1.
El Gltimo residuo no nulo es dlde dondeMCD (23,29) =1.

Ahora bien,

1=6—1-5,

5=23—-3-6,

6=29-1—23.
Luego,

1T = 6-1-5

6—1-(23—3-6)
4.-6—1-23
4(29-1—23)—1-23
4.29—-5-23.

Esto resuelve la ecuacion car- —5,y =4.
73 Ejemplo Encuéntrese un ndmero infinito de soluciones para+ 29y =1.

Resolucién:Gracias al ejemplo 72 se tiene que el pa= —5,yo =4 es una solucion. Se puede encontrar una familia infinita
de soluciones en poniendo
x=—5+29t, y=4—23t, teZ.

74 Ejemplo Hallese soluciones enteras para la ecua2in+ 29y =7.

Resolucion:Del ejemplo 72 se tien23(—5) +29(4) = 1. Multiplicando uno y otro lado pdr,
23(—35)+29(28) =7,

lo que resuelve el problema.
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Chapitre

Funciones aritméticas

3.1. Funciones multiplicativas
75 Definicion (Funcion aritmética)  Llamasduncién aritméticaa una funciérf : N\ {0} — C. f esmultiplicativasiMCD (m,n) =

1 = f(mn) =f(n)f(n). f escompletamente multiplicativél f(mn) = f(n)f(n) para todos los enteros positivosy n.

|:| Toda funcién completamente multiplicativa esfortiori, multiplicativa. Una funcién multiplicativa esta
completamente determinada por sus valores en las potedeidss primos. Asi, si = p7’ ---pg™ entonces
f(n) :f(pf‘1 ) f(pr). Ademad (1-1) =1(1)f(1) = (f(1 ))2. Luego, o bierf(1) =1 o bienf(1) = 0. Este
ultimo caso hace que la funcién sea idénticamehigor lo cual no se considerara. Por tanto, se tendra por
convencion que para toda funcién multiplicatif;ef (1) = 1.

76 Teorema Sean > 0 un entero ¥f, g funciones con

gm)=Y f(a).

dn

Si f es multiplicativa, también lo eg.

Demostracion: Témese ademas’ > 0 entero, corMCD n,n’ =1. Todod nn’ puede descomponerse én-

d;d;, d; n,d; n’, de dondeMCD (d,d;) = 1. Luego

g(nn’) = ) f(d)

d nn/

= Z f(d1d2)

d] n, dz n’
- ) f(di)(dy)

d] n, dz n’

- | D ftan Y f(d2) |,

d1 n dz n’

16
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demostrando la asercion.
O

77 Definicion (Funcion nimero de divisores) La funcién

NA\{0} — N\{0}
a-n — Z1
dn

cuenta el nimero de divisores positivos de un entero positiv

78 Teorema La funcion
NA\{0} — N\{0}

d: " = Z1
dn

es multiplicativa, y sh=p7" ---p2* es la descomposicién canénica en primosidentonces

dn)=(x1+1) - (o +1).

Demostracion: Ya que la funciord — 1 es completamente multiplicativa esfortiori, multiplicativa. Luego
d(n)= Z 1 es multiplicativa en virtud del Teorema 76 18&s primop* tienex—+ 1 divisores:1,p, p?,...,p*.

dn
Asid(p*)=a+1y
d(n)=d(p") - d(pE) = (a1 +1) (o +1).

O

79 Ejemplo (El problema de los casilleros) La guardarropia de un gimnasio tieh@0 casilleros y100 usuarios. Al princi-

pio, todos los casilleros estan abiertos. Entra el usuanwenol y cierra todos los casilleros. Entra el usuario namgryg
cierra todos los casilleros con niumero par. Entra el usunannero3 y cambia de estado (de cerrado a abierto o vice versa)
todos los casilleros cuyo nimero es un multipl3d&ntra el usuario nimerby cambia de estado (de cerrado a abierto o vice
versa) todos los casilleros cuyo numero es un multipld.déucede asi sucesivamente hasta que entra el usuario nliddero

y cambia de estado el casillero niméga. ¢ Qué casilleros permanecen cerrados?

Resolucién:Se vera que los casilleros cuyo niimero es un cuadrado pedechanecen cerrados. Asi los casilleros nimero
1,4,9,16,25, 36,49, 64,81 y 100 son los que permanecen cerrados. Obsérvese que el casillasyon es afectado por el
usuariod siy sdlo sid divide an. Asi sélo aquellas que tengan un nimero impar de divisores permaneceran asrraldora

. n . . , . S . n
bien, cada factod den se puede aparear ce&m, y asi,n tendrd un namero impar de factores si y sélo si se tda&ec—l, esto
es, sin es un cuadrado perfecto.

80 Definicion (Funcién suma de divisores) La funcion

N\{0} — N\{0}

O: n = Zd

dn

suma los divisores positivos de un entero positivo
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81 Teorema La funcién
NA\{0} — N\{0}

som oY
dn

es multiplicativay sh = p7! ---p&" es la descomposicién candnica en primosidentonces

:p?1+1_‘] p]‘}r+1_‘|

pi—1 T p

o(n)

Demostracion: Ya que la funciérd — d es completamente multiplicativa esfortiori, multiplicativa. Luego
on)= Z d es multiplicativa en virtud del Teorema 76.15Es primo,p* tiene por suma de divisores la suma

dn
geométrica
o 5 o poc+1_1
()'(p ):1—|—p—|—p +--+p :]L)T.
Luego
0(1+1_1 oar+1
Pr —1
on)=c(ps)---o(ps)="1
(Py pr") — —
O

82 Definicion Dadon = p1°‘1 ~-pyr, lafuncionw : N\ {0} — N cuenta cuantos primos distintastiene sin contar factores
repetidos, esto ap (n) =r. La funcionQ : N\ {0} — N cuenta cuantos primos distintagiene incluyendo factores repetidos,
estoedd(n)=o1+ a2+ -+ ;.

|:| Es evidente que tantw comoQ son multiplicativas, aliin mas) es totalmente multiplicativa. También es
evidente qué€2(n) > w(n) siempre y qu€l(n) = w(n) si y solo sm no tiene ningln factor cuadrado mayor
queT.

83 Definicion (Funcion de Mobius)  Seanp,p1,...,Pr primos distintos y

n > 0 entero. La funcion
O N\{0} — {-1,0,1}
B — un)

se define como sigue:

1 si n=1
pm)=<¢ (—*™ si wm)=Q(n)
0 si Q(n)>w(n)

84 Teorema La funcion de Mébius es multiplicativa.

Demostracién: Sean = ab, conMCD (a,b) = 1. Sip € Py p? n entoncep? debe dividir o bien a1 o bien

ab. Entodocasqu(n)=u(a)u(b)=0.Sia=p71---pr, b=q1-qs donde todas lap’s y g’'s son diferentes,
entonces

pm) = (=" =(=1)"(=1)* =u(a)n(b),

de dondeu es multiplicativall
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85 Teorema Sin >0 es un entero,

Demostracién: Péngase

A= dn:w(d)=k,p?td,peP .

Entoncest(A) = <E> ysid e A se tieneu(d) = (—1)¥. La suma requerida es

En virtud del Teorema del binomio] —1)* (™) =0. O

86 Teorema (Férmula de inversion de Mobius) ~ Seanf y F funciones aritméticas, en donBign) = > f(d). Luego

dn

f(n)=) u(d)F(n/d)=) p(n/d)F(d).

dn dn

Reciprocamente, ${n) = Z u(d)F(n/d) paratodo entera > 0, entonce¥ (n) = Z f(d).

dn dn

Demostracién: Se tiene

Y w(@Fm/d) = Y Y ) f(s)

n
dn dndnsa

= D u(d)i(s)

ds n
= ) f(s) ) u(d).

n
sn a5

Gracias al Teorema 85, la suma interna es diferent® délo cuando} = 1. Asi, el Unico término que sobrevive
en la suma externa el de=n, que simplifica &(n).




20 Chapitre 3

Reciprocamente, si

D f(d) = ) ) u(s)F(d/s)

dn dns d

= ) D u(d/s)F(s)

dns d

= ) ) u(r)F(s)

n
STI.T’S

= ) F(s)) u(r).

sn S

Utilizando el Teorema 85, la suma interna s€& menos qus =n, en cuyo caso la suma simplificdFén). O

87 Definicion (Funcién indicatriz de Euler) La funcion

NA{0} — N\{0}
n = $(n)

(O
cuenta el nimero de enteros eritrg n que son relativamente primosa

b(n)=#k:1<k<n,MCD (k,n)=1}.

88 Teorema Sean > 1 entero. Entoncey ¢ (d) -=n.

dn

Demostracion: Para cada divisoid den, sealq (n) el conjunto de enteros positivesn cuyo maximo comun di-
visor conn esd. Tantod varia sobre los divisores de, los conjuntod 4 (n) forman una particion d¢1,2,...,n}

y por lo tanto
Z Ta(n) =n.

dn

Se demostrara de inmediato qlig(n) poseep (n/d) elementos. Obsérvese que los elementdgda) yacen
en el conjuntad, 2d, ... Tald. Sik € Tq(n), entoncek =ad,1 < a<n/dyMCD (k,n) = d. Pero entonces

MCD (g , 3) =1, lo que implica quéMCD a, % =1. Se deduce que contar los elemento3 gen) es equiv-

. . n .
alente a contar el nimero de enteragjue satisfacd < a <n/d,MCD a, i 1. Pero el nimero de estos
enteros es precisamendg(n/d). Colegimos que

n:Z b(n/d).

dn

Pero en tantad varia sobre los divisores de, Tal varia en reverso. Asi pues= Z éd(n/d)= Z ¢(d),lo que
dn

dn
demuestra el teorend.
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89 Corolario Sin > 1 es un entero,

$(n) :nZ @
dn

Demostracion: Esto se deduce de inmediato en combinando el Teorema dsigwvele Mébius (Teorema 86) y
el Teorema 88[]

90 Corolario La funcién
NA\{0} — N\{0}
n = dn)

¢

es multiplicativay sh = p7! ---p& es la descomposicién candnica en primosidentonces

$(n) =H(p“—p“_1)=n]_[(1 —%)-
pn

pn

Demostracion: Combinese el Corolario 89 con el Teorema 76 para demostrarfsjes multiplicativa. Por otra

parte, sip es primo, hayp* ! enteros positivos: p* que tienen un factor coman cgn 1p,2p,3p,...,p* 'p.

Por lo tantod (p*) = p* — p* ! de donde resulta la segunda aseveracion.
Tarea
91 Problema Demuéstrese que mies compuesto entoncggn) < n— /n. ¢,Cuando se verificara la igualdad?

92 Problema (AIME, 1992) Encuéntrese la suma de todos los nimeros racionales pssijiive sean menores gl@y tengan
denominadoB0 cuando se escriban en términos minimos..

93 Problema Demuéstrese qu (n) >n2~ @M,

94 Problema Demuéstrese qu (n) > v/n paran > 6.

95 Problema Demuéstrese que &i(n) n, entonces debe de ser de la forn2f3? para enteros no negativasb.

96 Problema Demuéstrese que ¢i(n) n— 1, entonces no es divisible por ninglin cuadrado mayor dque

97 Problema (Mandelbrot 1994)  Cuatrocientas personas se colocan alrededor de un ciSriloarca a una persona, se per-
dona a las préximak personas, luego se marca a otra, se perdona a las prdkjrattgtera, continuando hasta que se marque
a una persona por segunda vez. ¢ Para cuantos valokesdeores qud00 se marcaran a todas las personas en el circulo al
menos una vez?

98 Problema Demuéstrese que gi(n) n— 1y n es compuesto, entoncadiene al menos tres factores primos distintos.

99 Problema Demuéstrese que ¢i(n) n— 1y n es compuesto, entoncadiene al menos cuatro factores primos distintos.

100 Problema Describase todos los enteros positinggara los cualed(n) = 10.
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101 Problema Demuéstrese que
di2"—1)>d(n).

102 Problema Demuéstrese qué(n) < v/3n verificandose la igualdad si y s6lorsi=12.

103 Problema Demuéstrese que se cumple la expansion

llamadaexpansion de Lambert

104 Problema Poéngasead; (n) = d(n),dyx(n) =d(dx—1(n)),k=2,3,.... Describasaly(n) parak lo suficientemente
grande.

105 Problema Dadom € N, demuéstrese que el conjunto
d=mneN:md(n)}

posee una progresion aritmética infinita.

106 Problema Sean un numero perfecto. Demuéstrese que

1
Zazz.
dn

107 Problema Demuéstrese que

Hd:nd(“)/z.

dn

108 Problema (AIME 1995) Sean =2313'?. ; Cuéntos divisores positivos dé son menores que pero no dividen a1?
109 Problema Demuéstrese que Bies compuesto, entonce$n) > n -+ v/mn.

110 Problema Demuéstrese que la ecuacidfn) =n—+ k, dondek > 1 es un nimero natural fijo, posee un nimero finito de
soluciones.

111 Problema Caractericese todos los enteros positigsara los cuales (n) es impar.
112 Problema Demuéstrese que es primo si 'y solamente si(p) =1+ p.

113 Problema Demuéstrese que

114 Problema Demuéstrese que ninguna potencia de un primo no puede sémarmperfecto. Luego, demuéstrese que de
existir un namero perfecto impar, éste debe tener al mermfadtores primos distintos.
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115 Problema Demuéstrese que gies un nimero perfecto impar, entonces solamente uno decsoefaprimos ocurre con
potencia par.

116 Problema Demuéstrese que

> o=3 i3]

k=1 j=1

117 Problema Hallese todos los conjuntos de enteros positid, c} tales quen x b x ¢ =462.

3.2. Lafuncion parte entera

118 Definicion Seax € R. LIAmasesuelodex (o funcién mayor entero de) al Gnico enterd|x || que satisface
x—1<|x] <x.

Notese que cadac R puede escribirse como= || x || +{x}, en dond® < {x} <1 es laparte fraccionariadex.

Anélogamente, llamagechodex (o funciéon menor entero de) al inico enterd[x]| que satisface

x <[[x]]<x+1

119 Teorema Sean(«,B) € R?,a € Z,n € N\ {0}. Entonces

1 |a+a]=]a]+a
2. 1%~ 10
3. o) + 18] < o+ B] < ] + 18]+

Demostracién: Se demostrara cada inciso individualmente.
1. Seam = || &+ a|. Entoncean < o+ a<m+ 1. De aguim — a < o < m — a+ 1. Esto significa que
m—a= | «]|, completando la demostracién de este inciso.

2. Pongasex/n=| a/n||+ 6,0 < 0<1.Comon| a/n| esun entero, se deduce del inciso 1 que
] = [n]ex/n] +n0] =n| x/n||+ | nd].

Ahora bien0 < |[n6] <mb<mn,yporlotanto,0 <|[nd]/n<1.SiO = |nb]/n, entonces se obtiene

L &4 e, 0<o4t,
n n

demostrando este inciso.

3. De las desigualdades
a—T<|a|<a, B—T1<[B] <P

se obtienex + B — 2 < ||| + |B]] < o+ B. Ya quel || + [|B]] s un entero< o+ B, entonces sera
< |lec+ B]|. De aqui se colige qugx || + | B]| < |lx+ B |- Ademéasx + B es< || «|| + || ]| + 2, de donde
su parte integrd o + || debera sex | ||+ || B] + 2, pero comd| e+ B || < || x| 4+ || B ]| + 2 entonces se
tiene||a+ B | <[ &l + | B]l + 1, demostrando las desigualdades.
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120 Teorema (Formula de De Polignac) La maxima potencia del primp que divide an! esta dada por

Demostracion: EI ndmero de factores contribuyendo un factorples|n/p||, el nimero de factores con-
tribuyendo un segundo factor gees||n/p?|, etc.]

121 Teorema Si a,b son relativamente primos, entonces

b

kb, % ka, (a—T1)(b—1)
1= Y I -,
]; a ]; b 2

Demostracién: Considérese el rectangulo con vértices(én0), (0,b), (a,0), (a,b). Este rectAdngulo contiene
(a—1)(b—1) puntos cuyas coordenadas son ambas enteras. El rectanguliwisle en dos partes gracias a la

xb . L
rectay = e Se demostrara que no hay puntos de coordenadas ambasesténa esta recta, a excepcion de los
. . n b
extremos. Si hubiese puntos de coordenadas enfenge),0 <m«<a,0<n<b, entoncesa ~a Luegon/m
L . L . L kb
es una fraccién reducida de la fraccion irreducitde a, contradiccion. Los puntoky = (k, ?),1 <k<a-—1

. .. kb .
estan sobre esta recta. Ahora bl¢LnFJJ es el numero de puntos de coordenadas enteras sobre |a rextieav
kb a—1
que va desdék, 0) hasta(k, ?), esto es,Z [LTJJ, que es el nimero de puntos con coordenadas enteras en la

k=1
b—1

. . . . ka .
parte inferior del rectangulo. De igual maner{ u?ﬂ cuenta el nimero de puntos con coordenadas enteras en
k=1
la parte superior del rectdngulo. Como hégt — 1) (b — 1) puntos de coordenadas enteras en total, y su nimero
es compartido de manera igual por ambas partes, queda desaost| teoremal]

122 Definicién Llamaseespectrade un nimero reak a la sucesion infinita

Esp(a) ={| |, ||I2«], 3], - -}

Dos sucesiondsSsp(«a) y Esp() se dicercomplementariasi hacen una particion de los nimeros naturales no nulasegest
Esp(a)NEsp(B) =92y Esp(a)UEsp(B)=N.

Demostrarase mas adelante que las sucesiones

Sp = Y&y THEH Ty iy ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) LA B
Esp(v2)={1,2,4,5,7,8,9,11,12,14,15,16,18,19,21,22,24,25,...}

Esp<2+ \/5) ={3,6,10,13,17,20,23,27,30,34,37,40,44,47,51,...}

son complementarias.

123 Teorema (Teorema de Beatty, 1926) Si « > 1 esirracional y

l + l — ]
« B
entonces las sucesiones
Esp(ax) YESp(B)

son complementarias.
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Demostracion: Yaquex>1,3>1, Esp(«) y Esp(f) son ambas sucesiones de términos distintos y el total de
términos no excediends en unay otra sucesion gN /x| + |[N/B||. Pero

N/a—1+N/B—1<|N/a||+|N/B] <N/x+N/B,

siendo la dltima desigualdad estricta ya que ambg$ son irracionales. Comd/a+1/p =1, se deduce que
N —2<|[N/x|]|+|[N/B]l < N. Como la cantidad emparedada es entera, se deduce que

IN/x||+IN/B]|=N—1.

Asi, la cantidad total de términos que no excedéd anEsp(«) y Esp() esN — 1. Como esto es cierto para
cadaN > 1, cada intervalon,n+ 1) contiene exactamente uno de los término&sie( ) y Esp(3). Se sigue
queEsp(a) UEsp(B) =N,Esp(a)NEsp(p) =2.

O

Se observa también un resultado en la direccién opuesta.

124 Teorema (Teorema de Bang, 1957) Si las sucesiones

Spec(a) y Spec(B)
son complementarias, entoneged3 son nimeros irracionales positivos que satisfacen

l_|_lf]
« B

Demostracién: Si ambosx, 3 fueren nimeros racionales, entonces eventualmgptec(«), Spec(f3) con-
tendrian los mismos enteros, y por lo tanto no serian digfginAsi puesx y 3 son irracionales. SO < <1,
dadon entonces existm para el cualma — 1 <n < m«; luegon = || ma|, lo que implica quéSpec(«x) =N,
de dondex > 1 (y con esto tambiéf > 1). Si la intersecciérbpec(a) N Spec(B) fuese finita, entonces

im /el /Bl

)
n—oo n

pero entonce$|n/«|| + [Ln/ﬁjj)% —1/a+1/p yaquen — oo, se colige qud /ax+1/=1.0
125 Ejemplo Hallese un polinomio no idénticamente nitx, y ) tal que para todo nimero retade teng® (|| 2t ]|, || 3t]]) = 0.

Resolucion:Comprobarase qusd| 2t|| — 2||3t|| = 0,+1 0 —2. Luego entonces se podra elegir

P(x,y)=(3x—2y)(3x—2y—1)(3x—2y+1)(3x—2y +2).

Para verificar la asercion, obsérvese que criptiene periodo unitario, es suficiente comprobar la asepaéat < [0;1].
Dividas€[0; 1] asi

[0;1[=[0;1/3[U[1/3;1/2[U[1/2;2/3[U[2/3;1].
Si t €[0;1/3[, entonces tantg2t|| como||3t]] son=0, y asi3| 2t|| —2|3t] =0. Sit €[1/3;1/2 entonceg|3t|| =1y

|12t]| =0, yasi3||2t|| —2||3t|| = —2.Sit€[1/2;2/3[, luego|| 2t|| = 1,||3t] = 1, danda3| 2t || — 2| 3t]| =1. Sit €[2/3;1],
setendrd2t|| =1, 3t|| =2,y 3||2t]] —2||3t]| = —1.

126 Ejemplo Describase todos los enteros positinogara los cuale$ + || v2n|| 2n.
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Resolucién:Sea2n =m(1+ ||[v2n]). Sim < |[vV2n| —1 entonce2n < (|[V2n| —1)(|V2n]+1) = |V2n|?—1 <
2n —1 < 2n, contradiccién. Sin > ||[v2n| + 1, entonce2n > (|| v2n|*> 4+ 1)? > 2n 41, otra contradiccién. Por lo tanto
se debe tenan = || vV2n]|.

Reciprocamente, saa= .Yaquel<v2n<1l-+1, setiend = || v2n||. Luego todos los enteros con la propiedad
deseada son nameros triangulares.

(1+1)

127 Ejemplo Demuéstrese que la sucesion de enteros
L(1+v2)"|

donden es un entero no negativo, es alternadamente par e impar.

Resolucién:En virtud del teorema del binomio,

A+V2)"+(1—Vv2)"=2 (2)k(“) = 2N,

2k
0<k<n/2

un nGimero par. Come-1<1—v/2<0, entonce1—v/2)" es la parte fraccionaria dd + v2)™ o de (1 +v2)™ +1
dependiendo de la paridad deParan impar,

(T+V2)"—1<(1+V2)"+ (1 —V2)" < (1+V2)",
de donde(1 +v2)™ + (1 —v2)™ = | (1 4+ V2)™||, que es siempre par, y parapar2N := (1+v2)" + (1 —v2)" =
L(1+vV2)™|+1,yasi||(14+v2)"||=2N —1, es siempre impar panapar.

128 Ejemplo Demuéstrese que los primeros mil digitos de
(6+1/35)1780

luego del punto decimal son tod®'s.

Resolucién:Gracias al ejemplo 127,
(6++/35)78% + (6 —/35)"78 = 2k,
. . 1 .
es un entero par. Ahora bie@< 6 —v35<1/10 (si no 70 ¢ 6 — /35, y al cuadrar3500 < 3481, contradiccion) y luego
0<(6—+/35)"78% 1071780 se deduce que

1

W < (6+\/£)1980<2k,

2k—1+ 0,9...9 =2k—
N —
1979 nines

demostrando la asercion.

129 Ejemplo (Putnam 1948) Sin es un entero positivo, demuéstrese que

[vn+vn+T1] = van+2|.

Resolucién:Elevando al cuadrado se ve que
Vain+Tlay/m+vn+T<Van+3.
Ni 4n+ 2 ni 4n + 3 son cuadrados, ya que todo cuadrado es congruéntelanédulo4, luego
LVan+2) - VT3],

de donde se colige el resultado.
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130 Ejemplo Hallese una férmula para el enésimo entero positivo no aaadr

Resolucion: SeaT;, el enésimo entero positivo no cuadrado. Luego, existe urendientero positivon tal quem? < Ty, <
(m+1)2. Ya que haym cuadrados menores qiig se tiene qud, = n+m. Entonces se ve que

m?<n+m<(m-+1)2

0 sea
m?—m<n<m?4+m-+1.

Comon,m? —m,m? +m - 1 son todos enteros, las desigualdades anteriores impligan q

mz—er1<n<m2+m+1
4 3

esto es(m—1/2)2<n<(m+1/2)2. Pero entonces = |vn+ %ﬂ. Luego el enésimo entero positivo no cuadrado es

131 Ejemplo (Putnam 1983) Seaf(n) =n+ | v/n]. Demuéstrese que para cada entero positivéa sucesion
m,f(m),f(f(m)),f(f(f(m))),...

tiene al menos el cuadrado de un entero.

Resolucién:Seam = k? +j,0 < j < 2k. Dividase lasn’s en dos grupos: aquéllas (grupd para las qug¢, 0 < j < k y éstas
(grupoB) para las qué, k<j<2k—+1.

Obsérvese quk? < m< (k+1)% = k% +2k+1. Sij = 0, no hay nada que demostrar. Supéngase primerargaeB.
Como||vm| =k, se tienef(m) =k*+j+k=(k+1)2+j—k—1,con0<j—k—1<k—1<k-+1.Esto quiere decir
quef(m) o bien es un cuadrado, o biétm) € A. Asi pues, es so0lo necesario considerar la alternativaA, en cuyo case

[vm+Xk|=ky
f(f(m)) =f(m+k)=m+2k=(k+1)>+j—1.

Esto significa que o biefi(f(m)) es un cuadrado, o biefif(m)) € A con un excesg — 1 menor que el excespde m.
Luego de cada iteracion el exceso se reduce, y eventualsedteero, en cuyo caso se obtendra un cuadrado.

132 Ejemplo Resuélvase la ecuacién
[x* —x—2] = |[x]},

parax € R.

Resolucion:Obsérvese quigal| = ||b|| siy solo sik € Z with a,b € [k, k+1), lo que sucede siy sélosi—b <1. Luego,

la ecuacion dada tendra solucién si y solamente%si- 2x — 2 <1, de donde el conjunto solucién es

1 1 1
{xeR:xe]—] : 5(1 —\/E)JU[EU +\/17),§(1 +\/21)[}.
133 Ejemplo Encuéntrese la parte entera
106
ZL
o VK

—1/2

Resolucién:La funciénx — x es decreciente. Luego, para todo entero poskivo

1 Jk“ dx 1
< —_

e
k+1 e  vx Vk
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Sumando dé = 1 hastak = 10® — 1 se deduce que

6 6
%L<J1°62<1"Z1L
Svkh Ve E VKR
Se verifica facilmente que la integral #298. Luego

10¢

]
1998 +1/103<Y —<1999.
/ ];ﬁ

La parte entera es ak?98.
134 Ejemplo ¢ En cuantos ceros termig@0!?

Resolucién:El nimero de ceros queda determinado por la potencia maybd dae divida a300!. Ya que abundan mas los
multiplos de2 en300! que los multiplos d&, el nimero de ceros queda determinado por la potencia mayoqde divida a
300!. En virtud de la férmula de De Polignac, la buscada poterxia e

[o.¢]

> 1300/5%| =60+12+2="74.
k=1

1000
. R s
135 Ejemplo ¢ Divide7 a < 500 ) ,

Resolucion:La potencia mayor d& que divide al 000! is || 1000/7| + ||[1000,/77 || + [ 1000/7%| =142+ 20+ 2 = 164,
gracias a la formula de De Polignac (teorema 120). De mamenajante, la potencia mayor @eque divide 800! is 71 +

!
10+1=282. Yaque <1500000) = _100o: la potencia mayor d& que divide a(1500000) es164 —2-82=0, de donde se

(500!1)2°

. . 1000
colige que el no divide a< 500 ) .

136 Ejemplo Sean =mn; +mn; + ---+ny donde losn; son enteros no negativos. Demuéstrese que la cantidad

n!
n !le!---nk!

es entera.

Resolucién:Por 3 del teorema 119 se deduce mediante induccién que
lar |+ [az]]+-+ o) < lar +az+---+ar].
Por la formula de De Polignac (teorema 120) la potencia deiomop que divide an!
Y lln/p = [l +mna+-+mu) /.
i>1 i>1
Luego la potencia dp que divide anq!In,!---ni! es
> llna /P + n2/p' |+ /P
i>1

Yaque . . , ,
Ini/P |+ m2/P |+ -+ /Pl < (g 2+ 1) /P ],
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se colige que la potencia de cualquier primo que divida alerador de
n!
nyiny!--ony!

es al menos tan grande como la potencia del mismo primo gidadivdenominador. Esto demuestra la asercion.

137 Ejemplo Dado un entera > 3, demuéstrese que el minimo comun multiplo de los produgios - - -xi (k > 1), cuyos
factoresx; son enteros positivos satisfaciendo
X1 +x2+ Xk <M,

es menor que!.

Resolucién:Se demostrard que el minimo comudn multiplo en cuestion es

H pun/pJJ_
P

P primo

Considérese un producto arbitrakigx; - - - xi, Y un primo arbitrariop. Supéngase qup® divide ax; pero quep® ' no
divide ax;. Claramentep®! +4-.-4+p** <nycomop® > ap, se tiene

n
p(OC1+'--OCk)STLOOth"'Jr(XkS”_B_”.

Luego, se sigue que el exponente de un primo arbitrarioidivitb el minimo comin multiplp es a lo sumd p/n||. Pero en
tomandox; =--- =xx =p,k =|n/p]|, se observa que para al menos un producto se consigue laaguldsto demuestra la
asercion.

138 Ejemplo Supongase que se criba los enteros positivos de la manerargiey se toma; =1y se dejaa; +1 = 2. El
proximo término es$, al que se llamaré, y tomard, y luego se dejatd + 2 =5. El préximo entero disponible eb= a3, y
luego se dejaraz + 3 =7, etc. Asi se tomara los enterds3,4,6,8,9,11,12,14,16,17,.... Encuéntrese una formula para
Qn.

Resolucion:Se pide una sucesid$,, } complementaria 8S,, +n}. Por el teorema de Beatty (teorema 123)x| y | nt] +
n =|n(t+1)]] son complementarias 3i/t+1/(t+1) =1. Pero luegor = (1 + V/5)/2, la razén dorada. El enésimo
término es puea,, = | nt|.

Tarea




Chapitre

Congruencias

4.1. Congruencias

139 Definicién (Congruencias) Searmmn > 1, a, b enteros. Dicese que=b modn (léase ‘@ es congruente & mdédulo
n”) si ay b dejan el mismo residuo al ser divididos poro, equivalentemente, ai (a—Db).

140 Teorema (Propiedades de las congruencias) Seanm > 1, a, b, ¢, d enteros. Sa=b modnysic=d modn
entonces
0 a+c=b+d modn,

0 ac=bd modn.
Demostracion: Se tienen (a—b) yn (c—d). Luego hay enterog,v connu=a—b ynv=c—d. Asi
(a+c)—(b+d)=n(u+v) = n((a+c)—(b+d))
— a+c=b+d modn,

y ademas
ac—bd=a(d+nv)
—d(a—mu)=n(av+du) — n (ac—bd)
— ac=bd modn,

de donde se obtiene el teorema.

141 Corolario Sij>1esenteroysai=b modn entonces’ =b’ modn.

Demostracién: Basta utilizar induccién en el segundo inciso del Teoren@, péniendac=a’ ' yd=b'"".
0

142 Corolario Si
P(x) =00+ ot1x + - + otnx™

es polinomio cuyos coeficientes son todos enterosy=sib modn entoncep(a) =p(b) modn.

Demostracion: Utilicese el Corolario 141 para demostrar qega' = oi;b* modn y simese cada térming.

30
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143 Teorema Seana, b, n enteros. Si la congruencex =b mod n posee al menos una solucién, entonces tiene exacta-

mente(a,n) soluciones incongruentesnod n.

Demostracion: Del teorema 71, todas las soluciones de la ecuacion diafantx +ny = b son de la forma

x =xo+nt/d,y=yo—at/d,d=(a,n),t € Z, en dondexy,yo satisfacenax, +ny = b. Dejando quet
corra por los valoret =0,1,... ((a,n) — 1), se obtiend a,n) soluciones que son mutuamente incongruentes,
ya que el valor absoluto de la differencia de cualesquiera de ellas es menor que. Six =xo +nt'/d es
cualquier otra solucion, se escrilté comot’ = qd + 1,0 < r < d. Entonces

x = xo+n(gqd+r)/d
= Xo+ngqg-+nr/d
= xo+nr/d mod n.

Luego, toda solucion de la congruenax = b modn es congruente modn a uno y solamente uno de los
d valoresxp +nt/d,0 < t < d— 1. Quiérese decir que si existiese una solucion de la congiagantonces
existirand soluciones incongruentesmod n.[

144 Teorema Searnx, y enterosy sean, n enteros diferentes de cero. Entonces
ax=ay modn
siy s6lo si

X=y mod m.

Demostracion: Siax = ay modn entoncesi(x —y) = sn para algun enters. Esto implica que

(X—U)LZS L
(a,m)  (a,m)

Ya que(a/(a,n),n/(a,n)) =1, se deduce que

(a’n) ‘(x_y))

gracias al lema de Euclides (lema 56). Esto implica que

x=y mod (an)’

. . . n ,
Reciprocamente, si se tieresy mod m entonces se tendra
)
an

(a,m)’

en multiplicando pora. Como(a,n) divide aa, la congruencia anterior implicaa fortiori queax — ay = tn
para algun entercd. Esto termina la demostracidn.

ax=ay mod

145 Corolario Siax=ay modny (a,n)=1, entoncex =y modn.

146 Ejemplo Demuéstrese quédivide a222255%5 4 55552222 ytilizando congruencias. Esta pregunta se vi6 ya en el prob-

lema 39.

Resolucién: 2222 =3 mod 7,5555 =4 mod7y 3° =5 mod?7. Ahora bien22225535 | 55552222 = 35555 | 42222 —
(3%)1117 4 (42)"111 =511 _ 51111 =0 mod?7, lo que demuestra la asercion.
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147 Ejemplo Hallése el residuo cuandd 787 es dividido por37.
Resolucién:6% = —1 mod 37. Asi puess'?3” =6.6'78¢ =6(6%)773 =6(—1)"73 = —6 =31 mod37.
148 Ejemplo Encuéntrese todas las solucione$se= 3 mod7

Resolucién: De acuerdo al teorema 143 existe una solucion Unica a la gengia mod 7 por ser(5,7) = 1. Gracias al
algoritmo de Euclides,

7 = 5-1+2

5 = 2241

2 = 21
Asi,

1 = 5-2.2

2 = 7-5.1,
dando

1=5—-2.2=5—2(7—5-1)=5-3—-7-2.
De aqui3=5(9) —7(6). De éstoresultaque-9=3 mod7,0seab-2=3 mod7. Asi puex=2 mod7.

149 Ejemplo Resuélvase la congruencia
3x=6 mod 12.

Resolucién:Como(3,12) =3 y 3|6, la congruencia tiene tres soluciones incogruentes. Ppeatsdnx = 2 es na solucion.
En virtud del teorema 71, todas las soluciones son de la farsm@ + 4t,t € Z. Poniendot = 0,1,2, se obtienen las tres
soluciones incongruentés= 2,6,10 modulo12.

150 Ejemplo (USAMO, 1979) Determinese todas las soluciones no negativas
(mq,m2,...,n14)
de la ecuacion diofantica
ny+n3+---+nj, =1599

de haberlas.

Resolucién:No hay tales soluciones. Todas las cuartas potenciasd 16 son o bien= 0 0 bien=1 mod 16. Esto significa
que
nf,1 +-- +n‘1‘4

esalosumd4 mod16. Pero1599 =15 mod16.

Tarea

151 Problema Hallése el Gltimo digito dg8'°°.

152 Problema Hallése el digito de las unidades @& .
153 Problema Compruébese quédivide a32™ "' 4 2™*2 para todo nimero enteros 0.

154 Problema (Olimpiada polaca) ¢ Qué digitos debe substituirse poy b en30a0b03 de tal manera que el entero resul-
tante sea divisible pok3 ?
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155 Problema Compruébese que la ecuaci¥h— 5y~ = 2 no tiene soluciones enteras.

156 Problema Compruébese la siguiente observacion de EQ&r+- 1 es divisible po641.

157 Problema Hallése un nimero infinito de enterngal que2™ + 27 sea divisible poF.

158 Problema ¢ Existe acaso enteros positivgg) tal quex> = 2Y +15?

159 Problema Compruébese qu&* —5,k=0,1,2,... nunca deja residub cuando es dividido pdr.
4.2. Sistemas residuales completos y reducidos

160 Definicion Sia =b modn entonced es llamado umesiduode a médulon. Un conjunto

{a1,a2,---an}

es llamado usistema completo de residuosdulon si para cada entefo existe exactamente uno indicpara el cuab =

modn. En particular, al conjuntf0,1,...,n— 1} se le llamaconjunto canénico de residuasdédulon.

161 Definicion Sean > 1. Los ¢ (n) enteros
T1=a4 <A2< < Qg (n) =n—1

menores qua y relativamente primosa reciben el nombre deesiduos candnicos reducidasddulon.

a;

162 Definicion Sean > 1 un entero. Un enterb es llamaddnverso multiplicativale un entera médulon siab =1 modn.

163 Teorema Si existiese, el inverso multiplicativode un enterm mdédulo el entera > 1, es Unico.

Demostracion: Six,y fuesen inversos d@ modn entoncesix =1 modn y tambiénay =1 modn. Mul-
tiplicando pory la primera congruencia, se ve qéga)x =y modn. Asi,x=y modn. [

164 Teorema Seamn > 1, a enteros. Entonceas posee un inverso modutosi y sélo sia es relativamente primoia.

Demostracién: Presimase qub es un inverso da modmn. Luegoab =1 modn que conlleva la existencia
de un enters tal queab — 1 =sn, esto esab —sn = 1. Esta es una combinacion lineal dey n, luego sera
divisible por(a,n), dando(a,n) =1.

Reciprocamente, gia,n) =1, por el teorema de Bachet-Bezout existe entgrastales queax +ny = 1. Esto
da de inmediatax =1 modmn, lo cual quiere decir que tiene como inverso®a, modmn.

O

165 Corolario Sin > 1 es entero, entonces existe solameapfer) enteros invertibles, médubo.

166 Teorema Si a es relativamente primo al entero positivo integeentonces existe un entero positivec n tal quea® =

mod n.

Demostracién: Yaque(a,n)=1setieng a’,n) =1 paratodaj > 1. Considérese la sucesiégna?,a3,..., a™ "’
mod n. Como ésta posae+ 1 términos y hay séla residuos diferentes modutg el principio de las pichoneras
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de Dirichlet implica que dos de estas potencias estan engaaclase residualmodn. Esto es, se puede hallar
s,tconl <s<t<n+1talquea® =a' modn.Ahorabien] <t—s <n.Luegoa® =a' modn resultaen
at %a®*=a'"*a' modn, lo que quiere decirqua® = a* *a® modn. Utilizando el corolario 145 se deduce
quea'”* =1 modn, lo que demuestra el resultado.

Si (a,n) =1, el teorema anterior dice que existe un entero poskigona* =1 modn. Por el axioma del buen orden,
existe un entero minimo satisfaciendo esta congruenaipdaugiere la préxima definicion.

167 Definicion Sim es el entero positivo minimo cad™ =1 mod n, entonces se side quetieneordenm mod n.
168 Teorema Sean > 1 un entero. Entonces € Z tiene un orden modn siy solamente sfa,n) =1.

Demostracion: Si(a,n) =1, entonces tiene un orden en virtud del teorema 166 y el axioma del buderar
Presimase pues qaehas an order mod n. Evidentementa +#0. La existencia de un orden conlleva la existencia
de un entero positiven tal quea™ =1 modn. Luego, existe un entesocona™ +sn=1,0seaa-a™ ' +
sn=1. Esta es una combinacion lineal @ey den por lo cual es divisible pofa,n). De aqui se deduce que
(a,n)=1.0

169 Teorema Sea(a,n) =1y seat un entero. Entoncas' =1 modn siy sélo si org,alt.

Demostracion: Presumase querd,, alt. Luego existe un entesoconsord, a = t, de donde se deduce

at = @%odna = (gdnays =15 =1 mod n.

Reciprocamente, presimase que=1 modny quet=x-ord,a-+y,0 <y <ord,a. Entonces

a¥ =qt X0na = gt (qOdnay=x =7.17"X=1 mod n.

Siy > 0 entonces se tendria un entero positivo menorayae, a poseyendo la propiedaa =1 modn, lo que
contradice la definicién derd,,a como el menor entero positivo con esta propiedad. Asi gue$ y entonces
t=x-ord,a, esto esprd,, alt.

O

170 Teorema Sean>1,a € Z,(a,n) =1. Sirtq,72,...,T¢(n) €S UN sistema de residuos reducidos modyl@ntonces
tambiénary,arz,...,ary ) €s un sistema de residuos reducidos maéaulo

Demostracion: Se necesita demostrar que Ipgn) enterosary, arz,...,ary ) SON Mutuamente incongru-
entes modn. Supongase quar; = ar; modn para alguni #j. Como(a,n) =1, se deduce del corolario
145 quer; =r; modn. Esto contradice el hecho que la's son incongruentes, con lo que queda demostrado el
teoremal]

171 Corolario Sean>1,a,b € Z,(a,n) =1. SirTy,12,...,T4(n) €S UN sistema de residuos reducidos méaylentonces
ar; +b,ar2+b,...,ar ) + b es también un sistema de residuos reducido méaulo

172 Ejemplo Encuéntrese el inverso &e mod 7.

Resolucién:Blscase una solucionse =1 mod 7. Por inspeccién se ve que la solucion buscadaes mod7.

173 Ejemplo Hallese el ordend8 mod11.
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Resolucién: Por el corolarid?? ord;;8 es uno de entré, 2,5 0 10. Ahora8%? = —2 mod11,8* =4 mod11y 8> = —1
mod 11. El orden es puesrd;18=10.

174 Ejemplo (Putnam, 1956) Demuéstrese que todo entero positivo posee un mdltiplo eMpansion decimal involucra
todos losl 0 digitos.

Resolucién: Sen un entero positivo arbitrario cok digitos, y sean = 123456780 - 10", Entonces los1 consecutivos
m-+1,m+2,...m+mn comienzan el 234567890, forman un sistema completo de residuos méaiyouego uno de ellos
es divisible pom.

Tarea

4.3. Teoremas de Fermat, Wilson y Euler

175 Teorema (Pequefio teorema de Fermat) Seap un primo ya un entero tal que Ja. Entonces

a?'=1 mod p.

Demostracién: Yaque(a,p)=1,los enterosi-1,a-2,...,a-(p—1) también forman un sistema de residuos
reducido mod p en vista del corolario 171. Luego pues
(a-1)(a-2)-(a-(p—1))=1-2---(p—1) mod p,

O sea,
aP T (p—N!=(p—1)! mod p.

Como((p—1)!,p) =1, se puede cancelar lgdp — 1)!'s gracias al corolario 145[]

176 Corolario Para todo primg y para todo entera,

a’?P =a mod p.

Demostracién: O bienplaop ya. Sip|a, entoncesi=0= aP modp y no hay nada que demostrar.i3i/a,
el pequefio teorema de Fermat dice quaP ' — 1. Asi puep|a(a® ' —1) = a? — a, que da el resultadal

177 Corolario Seap un primo ya un entero. Sp fa entonce®rd,alp —1.

Demostracion: El resultado se consigue de inmediato por el teorema 169 g@li@fio teorema de Fermit.

178 Lema Sia’=1 modp, obiena=1 modp o biena=—1 modp.

Demostracién: Se tienegp|a* —1=(a—1)(a~+1). Comop es primo,p debe dividir a al menos uno de estos
dos factores, lo que demuestra el lema.

179 Teorema (Teorema de Wilson) Sip es primo, entonce —1)! = —1 mod p.

Demostracion: Sip=2op =3, elresultado se deduce por verificacion directa. Presiimasgq 3. Considérese
a,2 < a<p-—2.Acadaa se le asocia su inverso uni@ modp, i.e.aa=1 modp. Observése qua #a
porque si noa? =1 modp violando el lema anterior, ya que # 1,a # p — 1. En nultiplicando lasa’s con
2 < a<p-—2, se aparean éstas con sus inversos, y la contribucion netstdeproducto es por lo tanth En
simbolos,

2.3---(p—2)=1 mod p.
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En otras palabras,

(p—1'=1- II i) ®—-D=11(p—1)=—1 mod p.

2<a<p—2

Esto conlleva al resultadadl

180 Teorema (Teorema de Euler) Si(a,n) =1, entoncesi® ™ =1 modn.

Demostracion: Seamay, az,..., Q4 () l0S residuos canodnicos reducidosodn. Como(a,n) =1, aas,aqaz,...,a0q ),
también forman un sistema de residuos reducidos, graciasralario 171. Asi pues,

aa;-aaz - Algm) = @102 Ag,) mModn,

a®™q, U2 Qg(n) =102 Qg(ny Modm.

Como(ajaz---agq),n) =1, se puede cancelar el productn az --- a4 ) €N uno y otro lado, de donde se
deduce el teoremal

181 Corolario Si(a,n) =1, entonce®rd,,al¢(n).
182 Ejemplo Seaa; =4,a, =41 n> 1. Hallese el residuo cuando oo se divide pol7.

Resolucién:Por el pequefio teorema de Fermdt=1 mod7. Como4™ =4 mod 6 para todos los enteros positivasse
tiene4™ =4 + 6t para algun enterb. Asi

Q100 =499 =441t =44 . (4%t =4 mod 7.
183 Ejemplo Demuéstrese que,n € Z, mn(m®° —n®°) es siempre divisible p&i6786730.

Resolucién: Obsérvese que = 56786730 2 3.5.7-11. 13 31 61. SeaQ( (x®° —y®°). Obsérvese que

):x
(x—1)IQ(x,¥), (x* —y?)IQ(x,y), (x* —uy>)IQ(x,y), (x* —y")IQ(x,y), (x* —y®)IQ(x,v), (Xm—ym)\Q(X,y),
(Xn—yu)IQ(X,y).y(X3°—y3°)IQ(X,y)-

Si p es cualquiera de los primos dividiendaase tiene entonces que? —m =0 modp y quen? —m =0 modp.
Asin(mP —m)—m(nP —n)=0 modp, ésto esmn(mP~' —mP~1)=0 modp. Luego se tiene que

2

z‘mn(m_n)‘Q(m)n))S‘mn(m —n2)|Q(m,n),5|mn(m4 _n4)|Q(m)n))

6

7imn(m® —n®)[Q(m,n),11mn(m'" —n'%)|Q(m,n),

13imn(m'?2 —n'?)|Q(m,n),31mn(m3° —n3°)|Q(m,n)

y 61/mn(m®° —n®°
demostrar.

)|Q(m,m). Como todos estos son primos distintos, se deduceaguenQ (m,n), como se queria

184 Ejemplo Sip =1 mod4, demuéstrese que

(qu) !=—1 mod p.
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Resolucién: En el producto(p —1)!, se apared,1 <j < (p—1)/2 conp —j. Obsérvese qugp —j) = —j>

Luego

mod p.

== [T =2 (P mod p.
1<i<(p—1)/2

El resultado se consigue al observar quel ) (P—1)/2 -1,
185 Ejemplo (IMO 1970) Demuéstrese que para todo entares imposible partir el conjunto
MmMn+In+2n+3,n+4,n+5}

en dos subconjuntos tales que el producto de los miembrasmdedea igual al producto de los miembros del otro.

Resolucion:Supongase en miras de contradiccion que existiesedah tal particion, el primer subconjunto teniendo producto
de miembro@\ y el otro teniendo producto de miembsO bien, uno de los enterosém,n+1,n+2n+3,n+4 n+5}
es divisible pof7, en cuyo caso exactamente uno de eAtre B es divisible pof7, y por lo tanto,A - B no es divisible poF?
y asiA - B no es un cuadrado. En la segunda posibilidad, todos los ménalel conjunto son relativamente primog.d&sto
quiere decir que, gracias al teorema de Wilson,

nn+1)---(n+6)=1-2---6=A-B=—1 mod 7.

Pero siA = B entoncesA? = —1 mod 7, lo que es imposible ya queT no es cuadradomod 7.

Tarea

186 Problema Sean € N,n > 2. Demuéstrese queBl est la suma da nimeros impares consecutivos, entoridaso puede
ser primo.

4.4. Teorema sinico de los residuos

187 Teorema (Teorema sinico de los residuos o Teoremade Sun T su) Seanm;,m;,...my enteros relativamente pri-
mos por pares, todos mayores qug seanaq, az, ... ax enteros arbitrarios. Luego el sistema de congruencias

X = mod my
X = Q2 mod mpy
X = ag mod my

posee una solucion Unica médato;m; - - - my,.

m-lmz...

Demostracion: PoéngaseP; = mk,1 <j <kyseaQj el inverso deP; modm;, i.e,,P;Q; =1

j
mod m;, que sabemos que existe, ya quertasson relativamente primas por pares. Péngase
x=a1P1Q1+az2P2Q2+ -+ axPr Q.

Este nimero claramente satisface las condiciones des@ital teorema. La unicidad de esta solucion es facil de
establecer modulanymsy - --my. O

188 Ejemplo ¢ Puede encontrarse un millon de enteros positivos que sasiblds por al menos un cuadrad?
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Resolucién:La respuesta es afirmativa. Sgan pz,...,P1o00000 Un millén de primos diferentes. Por el teorema sinico de
los residuos existe una solucién del siguiente sistema igraencias:

X = —1 mod p%,
x = -2 mod p3,
x = —1000000  mod pZ500000-

Los nimerox+1,x+2,...,x+ 1000000 son un millén de enteros consecutivos, cada uno divisiblepouadrado de un
primo.

4.5. Criterios de divisibilidad

189 Teorema Un enteron es divisible pob5 si y solamente si su Ultimo digito es o Qro un5.

Demostracion: Se derivara el resultado pam > 0, ya que paran < 0 s6lo basta aplicar el teoremaan > 0.
Comol10% =0 mod>5 para enterok > 1, se tiene

n=as10°+as 1105 ' +---+a;10+ap=ae mod5,

Asi pues, la divisibilidad da por 5 depende en gi, es divisible pob, lo que sélo pasa cuandmy =0 0 ap =5.
0

190 Teorema Seak un entero positivo. Un enteroes divisible po2* siy solamente si el nimero formado por los Gltinkos
digitos den es divisible po2¥.

Demostracién: Sin=0, no hay nada que demostrar. Si se demuestra el resultadopa@eentonces el resultado
paran < 0 se deduce al aplicar lo ya obtenido-an = (—1)n > 0. Presimase pues quec Z, n> 0 y sea su
expansion decimal

n=as105+as 1105 " +---+a;10+ ao,
dondel < a; <9, as #0. Ahora bien,10* =2'5' =0 mod 2! parat > k. Luego pues,

n = al0+as 1105 "+ +a;10+aog
= ar 110 "+ ax 102 +...4+a;10+ap mod2¥,

de donden es divisible po¥ siy solamente si el nimero formado por los Ultirkagigitos den es divisible por
2.0

191 Teorema (Regla de los 9's) Un enteron es divisible poi9 si y solamente si la suma de sus digitos es divisible?por

Demostracion: Sin =0 no hay nada que demostrar. Si se demuestra el resultadopaentonces se puede
deducir el resultado para < 0 en aplicando lo ya obtenido al nUmeren = (—1)n > 0. Presimase pues que
n € Z,n>0y que su expansion decimal es

n=as10°+as_ 1105 "+---+a;10+ ao,
donded < a; < 9, as #0. Observése qub0=1 mod 9y quel0t=1*=1 mod9. Ahora bien,

n = al0°+as 1105 "+ 4+a;10+ao
as+---+a;+ap mod?9,

de donde se colige el resultado.
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|:| Comol10 =1 mod3 se puede también ver quees divisible po3 si y solamente si la suma de su digitos
es divisible pos.

192 Definicién  Si el enteron tiene expansién decimal
n=0as10°+as 1105 "+ + a;10+ ao,
entonces ssuma alternante de digit@s

ag—Qag_1+0ag_2—0ag_3+---+ (_1 )371 ao
193 Teorema Un enteron es divisible porl 1 si y solamente si su suma de digitos alternante es divisiblé

Demostracion: Presimase qur > 0. Sea
n=0a,10°+as 1105 "+ +a;10+ ao,
donde0 < a; < 9, as #0. Observése quk0 = —1 mod11yasil0*=(—1) mod11. Luego

n = al0®+as 1105 "+ +a;10+ ao
as(—1)5+as—1(—1) "+as 2(—1)5 2+ +—a;+ao modll

y se colige el resultada@l

Tarea

194 Ejemplo ¢ Para cuantos entem=n{1,2,3,...,100! es el digito de las decenasaé impar?

Resolucién:En el subconjunté1,2,...10} hay sélo dos valores de (4 y 6) para los cuales el digito de las decenaatle
es impar. Ahora bien,n 4+ 10)? = n? ++20n + 100 tiene la misma paridad en su digito de las decenas que eb digitas
decenas da?. Luego, hay2 x 10 = 20 enterosn para los cuales se verifica la condicion prescrita.

195 Ejemplo Hallar todos los enteros con digito iniciakales que si se les suprime este digito incial,el nimerdteeda es
1/25 del nimero original.

Resolucién: Seax el entero buscado. Entonces- 6 - 10™ +y dondey es un entero positivo. La condicién del problema
estipula que

1
U:E(61On+y)»

0 sea,
n
y= —13 =25-10" 2.

Esto requiersv > 2 y por lo tantoy = 25,250,2500, 25000, etc.. Luegax = 625,6250,62500,625000, etc..

196 Ejemplo SeaA un entero positivo YA’ sea el entero positivo resultante de alguna permutacid@cégm de los digitos
deA. Demuéstrese que Ai+ A’ = 10'° entoncesA es divisible por 0.

Resolucién:ClaramenteA y A’ deberan tener 10 digitos cada uno. Pongasé pues

A=a1oa9a3...a1

A':b1ob9b8...b1,
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dondeay, by, k=1,2,...,10 son los digitos d& y A’ respectivamente. Ahora, conrdo+ A’ = 10000000000, deberemos
tenerquen; +by=az+bz=---=a;+bi=0y

Ai+1+bip1=10,ai42+biy2=--=a10+b10=9,
para algin subindicg0 < i < 9. Note que si =9 no hay ninguna suma de las; 2 +bi42,ai+3 +biy3,...ysii=0no

hay ninguna suma de lag + bq,...,a; + b;.
Sumando,

a;+bi+a+br+---+ai+bi+ait1+big1+--+a10+b10=10+92(2—1).
Ahora bien, sii es par]0+9(9 —1i) esimpary si es imparl0+ 9(9 — 1) es par. Pero como
ar+az+---+ao=by+bz2+---+bio,
tenemos
ai+br+a+br+---+ai+bi+aip1+bip1+---+ao+bro=2(ar +ax+---+aqo),

un entero par. Colegimos qies impar, lo que necesariamente impkca= b, =0, esto esA y A’ son ambos divisibles por
10.

197 Ejemplo Demuéstrese que todos los enteros en la sucesion

49,4489 ,444889,44448889,44 .. .4488 ... 889
W

n4’s n—18’'s

son cuadrados.

Resolucién:Obsérvese que

44...4488...889 = 44...44.10™+88...88-10+9
—_— —— ——
n4’s n—18’'s n 4’s n—1 8's

-(10“—1)-10“+§-(10“*1—1)-1o+9

4
102 4 2 10M 4 —
0 +9 0+9

| =0 Ao B

- —(2-10"+1)2
- (2.1o“+1)2
N 3

Falta ahora demostrar que esta Ultima cantidad es entw&gue divide a2-10™ +1=200...001. Pero la suma de los

n—10's
digitos de esta Ultima cantidad sy por lo tanto este entero es divisible @Bor
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Annexe

Indicaciones y respuestas

6 Presimase a la contraria que el conjustale enteros ef0;1[ es no nulo. Siendo un conjunto de enteros positivos, gracias
al axioma del buen orden, este debe tener un elemento mihioe ae llamaran. Ahora bien0<m? <m«<1,y por lo tanto

m? €.7. Pero esto declara qu# tiene un entero positivan?, jque es menor que su elemento minimo! Esta contradiccion
establece queZ = &.

2 bZ
7 Supdngase qu% =k fuere un contraejemplo de un entero que no es un cuadrademecbrmax(a, b) tan pequefio

como fuere posible. Puede presumirse, sin perder genadatidiea < b, ya que sia = b entonces

2a?

0<k:a2—_'_]<

2

)

lo que fuerzd =1, un cuadrado perfecto.

Ahora bien,a’ +b% —k(ab + 1) = 0 es una ecuacién cuadrética brcuya suma de raices &t y cuyo producto de
raices em? — k. Si by, b son sus raices se tiene quge+b=kay b;b=a*—k.

Comoa, k son enteros positivos, el suporter < 0 es incompatible con? +b? = k(ab; +1). Comok se supone no ser
un cuadrado perfecto, el suporter = 0 es incompatible con? + 0% = k(0-a+1). Ademés

3 a?—k ) b? —k

b b

Asi pues, se ha encontrado otro entero positnopara el Cua?JrTbT =ky el cual es menor quaéx(a,b): contradiccion.
1

b1 <b.

Por lo tantok debe ser un cuadrado perfecto.

8 Obsérvese que®> —n=(n—1)n(n+1)yquen® —5n3 +4n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)y utilicese el ejemplo
5.

14 Dividanse los numerad,2,3,...,126} en los seis conjuntos
{1,2},{3,4,5,6},{7,8,...,13,14} {15,16,...,29,30},

{31,32,...,61,62}y{63,64,...,126}.

Por el principio de las casillas de Dirichlet, dos de lossigtmeros yaceran en el mismo conjunto, donde obviametitéasan
las desigualdades estipuladas.

15 Hay 2'° — 1 = 1023 subconjuntos no nulos posibles en un conjuntd delementos. A cada uno de estos conjuntos no
vacios asdciese la suma de edtOslementos. El valor maximo que estas sumas pueden tef0re81 + --- 4+ 99 =945«
1023. Luego, deben de haber al menos dos subconjuntos, llanfegsB con la misma suma, ya que hay mas subconjuntos
gue sumas. Si los subconjuntos tuviesen una interseccidmlapbasta considerd\ (ANB) y B\ (ANB), que también
tienen la propiedad deseada.

41
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16 Obsérvese primeramente que al elegi+ 1 enteros de cualquier conjunto da enteros consecutivos, siempre habra dos
gue diferiran pon. En efecto, al parear I&&n enteros consecutivos

{a+1,a4+2,a+3,...,a+2n}

en losn pares
{a+1,a+n+1}{a+2,a+n+2},....{a+n,a+2n},

se ve que al elegir n + 1 siempre habra dos que pertenecen al mismo grupo.

Agrupése pues lok00 enteros como sigue:
{1,2,...20},{21,22,...,40},
{41,42,...,60}, {61,62,...,80}

{81,82,...,100}.

Si se eligiererb5 siempre habra once proviniendo del mismo grupo. Y en esegmyparticular siempre habra dos difiriendo
por10.

26 Se demostrara que la expresid# 1 /1 es entera s6lo cuando=1, en cuyo case + 1/r = 2. Sea pues
1
r+-—-=Kk,
r

k un entero positivo. Luego
k+vkZ—4
3 .

Comok es un entero; puede ser entero siy sélolst —4 es un cuadrado de la misma paridad §uéhora, sik > 3,

T =

(k—1)?<k?—4<K?,

esto esk? —4 esta entre dos cuadrados consecutivos y por lo tanto no peede cuadrado. $i=1, k2 —4 no es real.
Sik=2,k?*—4=0.Luego,r+1/r =2, esto esr = 1. Esto termina la demostracién.

10¢—1 10° —1
T0°—1 101

27 Exprésesd1...11 de la forma , para ciertos enteras, b.
H/_/

221 1's
2811 —1=(11"—1)a=(1T-1)(11*+113 4112 +11+1)a.

29 Obsérvese qua®b —ab?® = ab(a—b)(a-+b) es siempre par, no importa que enteros sean substituidosoSie los
enteros es de la fornfk, entonces no hay mas que demostrar. Si no, entonces se e$Egenteros de entre enteros de la
forma5k + 1 (casilla l) 65k + 2 (casilla Il). Por el principio de las casillas de Dirichldgs de estos tres enteros deberan caer
en la misma casilla asi que hay dos que o bien su suma o biefesertia es divisible pds, lo que establece el resultado.

30 Paran =0 se declara qua® — 27 == 169 -0 es un mltiplo dd 69, lo cual es evidente. Presimase que la asercion es cierta
paran—1,n> 1, esto es, presimase que
33" —26n—1=169N

para algin enterd. Entonces
333 _26n—27=27-33"—26n—27=27(33"—26n—1) +676n

lo cual se reduce a
27-169N + 169 -4n,

gue es evidentemente un multiplo t&?. Queda demostrada la asercién por induccion.
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31 Es claro quén + 1 no es un maltiplo d&, luego3n + 1= (3k +1)2. De aqui

(3k+1)2—1

1=
+ 3

+1=3Kk2+2k+1=K2+ K>+ (k+1)?,
como querl'amos demostrar.

32 Sin es par, escribase=n—6-+6. Comon > 11, n—6 es par y mayor qué, por tanto compuesto. $i es impar,
n=n—9+9.Comon>11,n—9 es pary mayor qug, por lo tanto compuesto.

33 Por el algoritmo de divisidn, hay entergs, q2,q3 con1059 =dqq + 11,1417 =dq2+ry 2312 =dq3 + r. Restando
se obtiend 253 =d(q3 —q1),895=d(q3 —q2) y358=d(q2—q1). Como7-179,895=5-179,358 =2-179, se ve
qued =179. Como1059=5-1792 + 164, r =164. Finalmented —r =15.

34 Se tiene qua? +23=n?>—1+4+24=(n—1)(n+1)+24. Luego, las familiasi =24m +1, m=0,+1,+2 +3,...
producen infinitos valores de” 4 23 que son divisibles pa24.

35 Se consideran enteros positiwesg, az, ..., a, cona; +az +---+a, =1996. Es claro que para maximizaga; - - - ay,
ninguna de lasy,’s puede ser igual &. Se demostrara que para obtener un producto maximo se deberda mayoria de las
ax =3y alo sumo dosy; = 2. Supongase que; > 4. Al substituir a; por los dos términos; — 3 y 3 la suma no se afecta,
pero el producto incrementa puas< 3(a; — 3). Asi pues lasu’s son iguales 2, 3 6 4. Perocom@ +2+4+2=3+3y
2x2x2<3x3,sihay tres 0 ma2’s, se pueden substituir cls. Como1996 = 3(665) + 1 =3(664) + 4, el producto
méaximo es pued®®* x 4.

36 Gracias a 2.22903™ — 803™ es divisible por2903 — 803 =2100=7-300y 261™ —464™ es divisible por—203 =
(—29) -7. Por lo tanto, la expresién es divisible pgorAdemas2903™ — 464" es divisible po2903 — 464 = 2439 =9 - 271
y —803™ +261™ es divisible por—803 + 261 =—542=—2-271. Asi pues, como la expresion es divisible @or por271
y como estos son relativamente primos, la expresion es [nisibbe por7-271 =1897.

37 Sin es impar escribase=2,b=n—2,n=a-+b y comon—2 es impar se tien®CD (n—2,2) =1. Sin es par,
entonces o bien =4k o bienn =4k + 2. Sin=4k, escribase=2k+1,b=2k—1,n=a+Db, los cuales son relativamente
primos al ser dos enteros impares consecutivon.-Si#tk + 2,k > 1 escribase = 2k+3,b =2k —1,n=a+ b, los que de
la misma manera son relativamente primosl(siMCD (2k + 3,2k — 1) entoncesl divide a2k+ 3 — (2k—1) =4. Luego

d es1,2 64 pero comad es impar es por fuerzal).

38 Sip =3, entoncesp —1=23y8p+1=25, luego la aseveracion se cumple ppra3. Sip >3, p esde laformak+1
odelaforma3k+2. Sip=3k+1 entoncesSp —1=24k—7y 8p+1=24k— 6, que es divisible poé y por lo tanto no
es primo. Sip = 3k + 2 entoncesSp — 1 = 24k — 15 no es primo al ser divisible par.

39
22225555 _|_55552222 _ (22225555 _|_45555) + (55552222 _42222) o (45555 _42222).

Para otro punto de vista, véase el ejemplo 146.

40 Po6ngaser = pm, dondep es primo ym > 1. Utilicese la identidad 2.2 para factoriza? )™ — 1.

41 Péngaser = 2m, dondem > 1 es impar. Factoric(ezzk)m + 1.

42 Sia=103b =2 entonces
a6 _b6
1002004008016032 = a” + a’b + a’b? + a’b* + ab? + % - —— .
Esta Ultima expresion factoriza como
(16 _b6

a—>b

= (a+b)(a?+ab+b?)(a®?—ab+b?)

— 1002-1002004 - 998004
— 4.4.1002-250501 -k,

en dondek < 250000. Por lo tantop = 250501.
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44 Searn —1,n,n+ 1,n+ 2 cuatro enteros consecutivos. Entonces su prodtie®
P=-m—Inn+1)(n+2)=n3—n)(n+2)=n*+2n3>—n?—2n.

Ahora bien,
M24n—1)2=n*+2n>—n?2—2n+1=P+1>P.
ComoP #0y P es1 mas que un cuadradB,no puede ser un cuadrado.
45 La asercion es evidente pama=1, ya quek? —1 = (k—1)(k+ 1) es producto de dos nimeros pares consecutivos, y
por tanto uno es divisible pa y el otro por4 asi que el producto es divisible p8r Presiimase qu**? k%" —1. Como

k —1=(K*" —1)(k*" +1), se puede notar quz**2 divide a(k*™ — 1), asi que el problema se reduce a demostrar
que2 (k*™+1). Pero esto es obvio, ya que cokd" es impark?™ + 1 es par.

on+1

51 Nétese que(2In+4) —3(14n+3) = —1, de donde el maximo comun divisor divide-al . Asi pues, el numeradory
el denominador no pueden compartir a un factor mayorlque

52 Se tiene que
dn = MCD (100+n% 100+ (n+1)?)
— MCD (100+n?,100+n*+2n+1)
MCD (100+n?2n+1).

Asi pues
dn (2(100+1?) —n(2n+1)) =200 —n.

Por lo tanto,d,, (2(200—n)+ (2n+ 1)) =401, de donde se colige quk, 401 para todan. ¢ Alcanzaral,, un valor tan

grande comd01? jEfectivamente! Para = 200 se tiene quat,po = 100 + 2002 =100(401) y queazop = 100+ 201 2_
40501 =101(401). Luego se deduce qw&;él%( d,, =401.
n=

53 Pdngase 10300 enteros en 1050 pares
{1,2},{3,4},{5,6}...,{99,100}.
Como se elegira1 enteros, debera de haber dos de entre ellos que yazgan esneb par. Estos son relativamente primos.

54 Sea el productdn — 1)n(n+1) = (n? —1)n, n> 1. Comon? — 1 y n son relativamente primos, por el Teorema
fundamental de la aritmética (Teorema 5i#)— 1 es una potencili-ésima perfectgk > 2) y también lo es. Esto implica
que tanton? — 1 y n? son potenciak-ésimas perfectas consecutivas, lo que es imposible. Gassque niv? — 1 ni n? son
nionil.

63 Los numeros de# son de la forma
293b5¢7411f13917M193 23k,

Los diez exponentes d&d2 = 2'° vectores de paridad. Luego entre cualesquiéBaelementos de# siempre se hallara dos
cuyo producto es un cuadrado.

Se “poda” ahora los cuadrados. Coir®85 > 513 se puede hallar un par de nimeros distintpsb; tales quen; b1 = c%.
Quitese este par, dejan#i®83 enteros. De estok?83 enteros, se puede hallar un pay, b, tales quea, b, = ¢3. Remuévase
este par, dejandb?81 enteros. De estos?81 enteros, se puede encontrar un paybs tales quensbs = c%. Esta operacion
de remover se puede continuar- 1 veces, en donda es el mayor entero positivo que satisfd@85 —2n > 513, esto
es,n = 736. Luego se puede recogeés7 paresay, by tales queay by = cx Sea un cuadrado. Coni37 > 513, se puede
encontrar un par de las,, tales que su producig c; sea un cuadrado. Pero como cada una deJass un cuadrado a su vez,
el productocic; = a’ serd una cuarta potencia.
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64 Cualquier entero puede escribirse de la ma2éna, en dondan es impar. Tan s6lo ha&y0 enteros impares en el conjunto
dado, luego hay sélm posibilidades paran. Luego dos de l051 enteros elegidos deben de ser de la fo2fva y otro de la

! PR T4
forma2® m. Luego el menor de estos dos dividira al mayor.

65 Notese primeramente giiepuede descomponerse en a lo sumo tres factores diferértes7(1)(—1). Sip(ax) —7=0
para cuatro valores distintes., 1 < k <4 entonces

p(x)—7=(x—a1)(x—az)(x—az)(x—as)q(x)
para algin polinomi@ con coeficientes enteros. Presimase ahora que existe voentonp (m) = 14. Entonces
7=p(m)—7=(m—ar)(m—az)(m—az)(m—az)g(m).
Como los factoresn — ay, la igualdad anterior descompon@ an cuatro o mas valores distintos, lo que es una contradiccid

66 Obsérvese que
m® 4+ 3m*n—5m3n? —15m?n3 +4mn® +12n°

=(m—2n)(m—m)(m+n)(m—+2n)(m-+3n),

un producto de cinco factores. Ahora bi8a se puede descomponer a lo sumo en cuatro factores dis88tes—11) (3)(1)(—1).
Sin 0, todos los factores de arriba son distintos y no puedea3lan virtud del Teorema fundamental de la aritmética (Teo-
rema 57) porque un producto de cinco factores diferentesiedgigualar a un producto de cuatro factores diferentes=%),

el producto de los factores @s® pero33 no es una quinta potencia.

67 Seak el maximo entero que satisfa2& < n y seaP el producto de todos los enteros impares menores o iguale§h

, P 1
namera2*~ ' PS es una suma cuyos términos, except@'el ! PSz—k, son enteros.

68 Sik?=284+211 4 2™ =2304 42" —48% 42" entoncek? —48% = (k—48)(k+48) =2™. Gracias a la propiedad de
factorizacion Gnicalg —48 =25 k+48=2% s+t=n. Luego2t —25=96=3-2502%(2t 5 —1)=3-2>. Porfactorizacién
Unica,s =5,t—s=2,dandos +t=n=12.

92 400

151 Quiérese hallaB'°® mod 10. Obsérvese que? = —1 mod 10. Luego,3'%° = (3%)%° = (—1)°° =1 mod 10. Asi,
el tltimo digito es ell.

152 Se tiene que hallaf’’ mod 10. Ahora bien, com@? = —1 mod 10, entonces tenemdS =72.7=—7=3 mod 10
y7*=(7%)> =1 mod10. Ademas7? =1 mod4 y por lo tanto7” = (7?)3-7 =3 mod4, lo que quiere decir que hay
un enterat tal que7” = 3 +4t. Ensamblando todo esto,

77 =73 = (7973 =11.3=3  mod 10.
Asi el Ultimo digito es ur3.
153 Obsérvese qua’™ 1 =3.9"=3.2" mod7y2""?=4.2" mod?7. Luego
32nfl g on+2=7.2"=0 mod 7,
para todo namero natural

154 Como30a0b03 =3 + 100b + 10000a + 3000000, observamos qua0a0b03=3+9b+3a+3=6+9b+3a
mod 13. Para qua0a0b03 sea divisible por 13 necesitam®b + 3a = 7 mod 13. Aqui claro esta, se tend¥& a,b < 9.
Porinspeccibnseveque=8,b=1;a=5,b=2;a=2,b=3;a=9,b=5,a=6,b=6;a=3,b=7,a=0,b=38. Luego
3080103, 3050203, 3020303, 3090503, 3060603, 3030703, 3000803 son todos divisibles pak3.

155 Six? =2 —5y?, entoncex? =2 mod5. Pero2 no es un cuadradomod 5.
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156 Obsérvese qué4l =27 -5+1=2*4+5% Luego2”-5=—1 mod641y5* = —2* mod641. Ahora bien2” -5 =
—1 mod641 nos da5*-22% = (5.27)% = (—1)* =1 mod641. Esta atima congruenciay* = —2* mod 641 nos da

—2%.2?% =1 mod 641, lo que significa qué41 (23%+1).

157 Obsérvese qua' =222 =4,23=12=22=42°=1 mod7 y asi2>* =1 mod3 para todos los enteros
positivosk. Luego2®* +27 =1+ 27 =0 mod?7 para todos los enteros positivis Esto produce una familia infinita de
enterosn=3k,k=1,2,... tal que2™ + 27 es divisible pof7.

158 No. Los cubos mod 7 son0, 1, y 6. Ahora bien, cada potencia de @es congruente coh, 2, 64 mod?7. Asi pues,
2Y +15=2,3,65 mod7. Esto es imposible.

159 21 =222 =423 =1 mod?7y este ciclo de tres se repite. Asi pu2%— 5 deja residuos, 4, 6 6 al ser dividido pof7.
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