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Resumen

En este documento podrds encontrar la informacidén necesaria para poder resolver problemas bésicos de
teoria de niimeros (si, reciclé esta parte del documento de nuevo). Esta vez quizd tengamos que recurrir un
poco al dlgebra. Ligeramente mas que en combinatoria, pero menos que en geometria.

Ademds del material necesario para resolver problemas bdsicos de teoria de nimeros, podrds encontrar
ejercicios (situaciones rapidas y sencillas para que apliques y comprendas mejor los conceptos) y una lista de
problemas (sf, también volvi a reciclar esta parte). Aqui aprenderds cémo se conforman los niimeros y cémo
determinar si es divisible por otro o no, ademas de los criterios de divisibilidad.

1. Un pequeiio preambulo

Probablemente te preguntes “jqué es el Teorema Fundamental de la Aritmética?, jqué dice?, jpara qué sirve?,
iqué es eso de la Teoria de Nimeros?” No te espantes. Se trata de una de mis partes favoritas de las matemadticas.
La Teoria de Ndmeros es la rama que estudia las propiedades de los numeritos (no de cuerpos y uniones de
puntos, ni de los conjuntos y estructuras). Ya después aprenderds que hay muchos tipos de nimeros: felices,
azules, perfectos, etc.

Lamentablemente esos podras aprenderlos después durante la marcha. Aqui sélo nos competera un par: niimeros
primos y niumeros compuestos. Y no, no hablo de los niimeros que son hijos de nuestros tios, me refiero a otra
cosa. Por lo tanto, empezaremos con unas pequeiias definiciones.

Nuamero primo es el tipo de nimero que sélo es divisible de manera entera entre si mismo y uno. Por ejemplo:
2,3,5,7,11, 13. Nétese que el niimero 1 no es primo porque uno de los requisitos es que el numero tenga
exactamente dos divisores; y el 1 sélo tiene uno.

Ndmero compuesto es el tipo de niimero que se obtiene de multiplicar dos 0 mas primos (aunque éstos puedan
ser iguales). Por ejemplo: 6 =2 x 3,10=2x5,420=2x2x3x5x 7.

2. El Teorema Fundamental

El famoso y renombrado Teorema Fundamental de la Aritmética dice que “todo nimero natural tiene una repre-
sentacion tnica como producto de potencias de primos”. Eso en cristiano quiere decir que cualquier nimero puede
escribir como un primo por otro primo por otro primo (y asi cuantas veces sea necesario, incluso con nidmeros
iguales) y que ese nlimero es el (nico que se puede escribir de esa forma particular. Ademds, cada nimero tiene
una sola forma de ser representado.

Si, ya sé. Vamos por ejemplos. El 12 es 12 = 22 - 3. Si hacemos el producto 22 - 3, jamdas obtendremos un
nimero distinto a 12; y, por otra parte, jamdas encontraremos una representacién diferente para el 12. Por eso
la representacién es (nica para cada nimero, y el nimero es lnico para cada representacién. Qué romantico,
ino? Siendo asi, podemos generalizarlo para cualquier n. De modo que, ya en lenguaje matematico, el Teorema
Fundamental dice:

Qp Q2 o el
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Aqui k es la cantidad de factores primos distintos que conforman a n. En el ejemplo del 12, k = 2, p; = 2,
a1 =2, pp=pxk =3y ay =a, = 1. Ahora, con el mismo 12, jqué pasa si lo dividimos entre 27. Tendriamos
1—22 = 227” Con ello, podemos eliminar un dos de arriba y uno de abajo. Nos queda un entero: 2 x 3 = 6. Por lo
tanto 12 es divisible entre 2. Si lo hiciéramos entre 3 o entre 4 = 22 también se podria, o entre 6 = 2 x 3. Pero
si dividimos entre 5, no podemos eliminar un 5 de arriba con uno de abajo, entonces 12 no es divisible entre 5.

Queda claro entonces que un nimero no puede ser dividido entre otro que no forma parte de su composicién
en primos, jno? Porque no se puede eliminar reducir la fraccién. Pero también hay otras restricciones en la
divisibilidad. j Qué pasa si dividimos entre 8 = 23. Podremos eliminar sélo dos de los factores de abajo, pero nos

sobraria uno:
12 R3
8 2Hp-2
De modo que volvemos al ejemplo del 5. Ya no tenemos primos que podamos eliminar, y como 2 no divide a 3,

entonces 8 no divide a 12. ; Cémo saber si un niimero a no es divisible entre otro nimero b? Te pondré una lista
de condiciones en base a lo que hemos visto:

1. Si b es mayor, el resultado serd menor que 1, por lo que nunca obtendremos un natural, ni siquiera entero.
2. Si b tiene factores primos que no se encuentran en la representacién de a.
3. Si alguno de los primos de b tiene un exponente mayor al del mismo primo en la composicién de a.

Basta con que se cumpla una sola para saber que un ndimero no serd divisible entre otro. Por ello no debe cumplirse
ninguna para que el nimero si sea divisible.

Basandonos en el Teorema Fundamental de la Aritmética, jqué pasa con los cuadrados perfectos, los cubos
perfectos? Te dejo pensando un poco sobre

na — (pi)é1p2otzp§43 . p?k)a

3. A caminar entre residuos

Y no, no me refiero a residuos téxicos ni nada. Nadie saldrd de aqui con tres ojos, ni superpoderes. Esto tiene
que ver con lo que queda en una divisién. Si lo hacemos como nos ensefiaron en la primera, con la casita y toda
la cosa, sabremos que un nidmero es divisible entre otro si el residuo es cero. Pero si no es cero, entonces no es
divisible. Intenta dividir 35 y 100 entre 5 y veras que no dejan residuo, pero divide al 99 o al 83 y, como no son
divisibles entre 5, la divisidon tendrd un residuo.

Siguiendo la Iégica de la casita, el nimero de adentro se llama dividendo, el de afuera divisor, el resultado
cociente y lo que sobre el residuo. Llamemos n al dividendo, m al divisor, g al cociente y r al residuo. Para
cualquier nimero n y cualquier divisor g, existe forma de expresar a n de la siguiente manera:

n=mq-+r

Si r =0, entonces n es divisible entre m y el resultado serd g. Pero si no, igual es una forma chida de expresar a
los numeritos, jno? De ese modo, por ejemplo, podemos decir que 100 =9-11+1, o que 123 = 10-12+ 3. Esta
dltima es mds o menos la manera en que funciona nuestro sistema decimal (véase La notacién desarrollada).

Este tipo de expresiones son Utiles porque nos permite saber al instante si n es divisible entre m (a quien llamaremos
mddulo) o no, o qué tanto le sobré para ser divisible. Las operaciones entre residuos se manejan igual que siempre,
pero hay que saber interpretarlas. Por ejemplo: que pasa si hacemos operaciones con dos nimeros a y b tales que
a=mqi+nyb=mg + r. Tendriamos:

1. Sisumamos: a+ b= m(q; + q2) + (11 + r2)
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2.
3.

Si restamos: a — b= m(q1 + q2) + (n — r2)

Si multiplicamos: ab = m?q1q> + mqir> + mgary + rir, = m(magig2 + gira + gan) + nin

En cualquier caso, sigue habiendo algiin miultiplo de m y un residuo. Es como si las operaciones se hicieran con
los residuos. Entonces, para saber si a + b es divisible entre el médulo basta ver si la suma de sus residuos lo es;
si se quiere que a — b sea divisible entre el médulo, entonces basta ver si r; = r,. Del mismo modo, cuando se
multiplican el residuo es el producto de los residuos.

3.1.

La notacion desarrollada

Se llama asi a cuando expresamos un ndmero de la forma:

a,-10"+a,110" 1+ 4+ a3- 103+ 2 - 10® + a1 - 10 + a9

Por ejemplo, el 1235 es 1-1000+2-100+3-10+5. Y asi es en verdad como funciona nuestro sistema decimal.

4.

10.

Ejercicios

a) iEs 2° -3 divisible por 27
b) jEs 2° -3 divisible por 5?
c) iEs 2° -3 divisible por 87
d) §Es 2° -3 divisible por 97
e) iEs 2°-3 divisible por 67

. Determina todos los primos entre 1y 80

Encuentra la descomposicién candnica de 6916
i Cudntas cifras tiene el nimero 22009 x 520137

El producto de tres enteros mayores que 1 y distintos entre si es 100. ;j Cudles son los tres enteros?

. Explica por qué si pA es divisible por g, siendo g y p coprimos, entonces A también debe ser divisible entre

q.
i Es cierto que si un nimero es divisible por 4 y 3, entonces es divisible por 127

i Es cierto que si un nimero natural es divisible por 4 y 6, entonces en divisible por 247
El ndmero A no es divisible por 3. jEs posible que 2A sea divisible por 37

Encuentra el maximo comiin divisor y el minimo comtn miiltiplo de Ay B, siendo A = 28 .53 .7y
B=2%.3.5".

Agregados culturales

. Para denotar que un a es divisible por b, se usa la simbologia b|a.

Es bien sabido que cuando un nimero multiplicado por un impar mantiene su paridad.

Un ndmero multiplicado por un par se hace par.
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10.

6.

El criterio de divisibilidad del 7 es horrible y dice que un niimero es divisible entre 7 si el niimero que resulta
de borrar el dltimo digito y restarlo dos veces también es divisible entre 7.

Un par de niimeros son coprimos si ninguno los primos que componen a uno se encuentra en la composicién
del otro.

A los niimeros que son coprimos, también se les llama primos relativos.
A la descomposicién en primos de un nimero también se le conoce como descomposicién candnica.
El cero se considera miiltiplo de todos.

Existen muchas formas de representar una multiplicacién: a x b, ab, (a)(b), a- b y la mas importante y
conocida a x b.

Las vacas, al igual que los humanos (bueno, las humanas), tienen un embarazo de 9 meses.

Lista de problemas

Ahora si, siendo un poquitin mds abstracto, intenta resolver los problemas utilizando las distintas herramientas
que se te explicaron en el papel. Para dudas tienes mi facebook, mi nimero de teléfono y a algtn entrenador
frente a ti.

1.

Prueba que el producto de dos niimeros consecutivos siempre es par.

2. Prueba que el producto de tres nimeros consecutivos siempre es divisible entre 6.
3. Muestra que el producto de cuatro niimeros consecutivos siempre es divisible entre 24.
4. Encontrar un numero entero positivo a tal que
a+2a+3a+4a+5a+6a+7a+8a+09a
sea un ndimero con todas sus cifras iguales
5. Encuentra la suma de todos los digitos del niimero 10%° — 99.
6. jPara qué valores enteros de n la expresion
18
n+4
es un entero?
7. Si my n son enteros tales que 2m — n = 3, prueba que m — 2n es miltiplo de 3.
8. Prueba que todo primo de la forma 3k + 1 también se puede expresar de la forma 6k + 1.
9. Demuestra que el minimo comdn mudltiplo de una pareja se hace eligiendo el mayor de los exponentes para
cada primo existente en la composicién.
10. Demuestra que el resultado de multiplicar el mcm con el MCD de una pareja de nimeros Ay B es AB.
11. Demuestra los criterios de divisibilidad:
a) Un nimero es divisible entre 2 si su dltima cifra es par.
b) Un nidmero es divisible entre 3 si la suma de sus cifras es miiltiplo de 3-
c) Un nimero es divisible entre 4 si sus Ultimas dos cifras forman un ndmero divisible entre 4.
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Un nidmero es divisible entre 5 si su ultima cifra es 5 6 0.

Un nldmero es divisible entre 6 si cumple los criterios del 3 y del 2.

- @

Un nidmero es divisible entre 8 si sus dltimas tres cifras forman un ndmero divisible entre 8.

Un ndmero es divisible entre 9 si sus cifras suman un mdltiplo de 9.

= lom
~— — ~— ~— ~— ~—

Un ndmero es divisible entre 10 si su dltimo digito es 0.

Un ndmero es divisible entre 11 si la diferencia generada entre la suma de las cifras en posicién impar
y la suma de las cifras en posicién par es miltiplo de 11.

7. Problemas mas jarcors

1. ;jCudl es el criterio de divisibilidad para 2"? Demuéstralo.

2. Demuestra que el maximo comun divisor de una pareja se hace eligiendo el menor de los exponentes para
cada primo existente en la composicién.

3. iCudntos divisores positivos tiene un nimero n?

4. En un pasillo oscuro y estrecho quieres prender la luz. Tanteas la pared y encuentras un botén que oprimes
por instinto. Todos los focos a lo largo del pasillo se encienden como una fila de soldados. La luz es demasiada
y vuelves a oprimir el botdn, pero sélo se apagan los que tienen una posicién par. Sigue habiendo mucha luz
y presionas el botén de nuevo, pero notas que se altera el estado de los que se encuentran en una posicién
divisible entre tres. Y asi continuas ajustando la iluminacién del pasillo en el que te encuentras. Si hay n
focos y presionaste el botén n veces, jqué focos se quedaran prendidos?
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