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Problema 1.

Los ntimeros positivos y distintos a1, as, ag son tres términos consecutivos de una progresién aritmética, y de
la misma manera, los niimeros positivos y distintos b, bo, b3 son tres términos consecutivos de una progresiéon
aritmética. ;Es posible usar tres segmentos con longitudes a1, as, az como bases y otros tres segmentos con
longitudes b1, ba, b3 como alturas (en algin orden), para construir tres rectdngulos con la misma 4rea?

Problema 2.

Sea ABC' un tridangulo tal que ZACB > 90° y sea D el punto de la recta BC' tal que AD es perpendicular a
BC'. Considera I' la circunferencia de didmetro BC. Una recta que pasa por D es tangente a la circunferencia
T en P, corta al lado AC en M (quedando M entre A y C) y corta al lado AB en N.

Demuestra que M es punto medio de DP si, y solo si N es punto medio de AB.

Problema 3.

Sean m,n > 2 dos enteros. En una cuadricula de m x n, una hormiga empieza en el cuadrito inferior izquierdo
y quiere caminar al cuadrito superior derecho. Cada paso que da la hormiga debe ser a un cuadrito adyacente,
de acuerdo a las siguientes posibilidades: T, — y . Sin embargo, un malvado mago ha dejado caer lava
desde arriba y ha destruido algunos de los cuadritos, de forma tal que:

= Si un cuadrito esta destruido, entonces todos los cuadritos superiores a él también estan destruidos.
= El ntmero de cuadritos destruidos es mayor o igual a 0.
= Quedan suficientes cuadritos sin destruir para que la hormiga pueda llegar a la meta.
Sea P el ntmero de caminos de longitud par que puede seguir la hormiga. Sea I el ntimero de caminos de

longitud impar que puede seguir la hormiga. Encuentra los posibles valores de P — I.

Nota. La longitud de un camino es el niimero de pasos que da la hormiga. Por ejemplo, se muestra
un posible camino de longitud 8 en la figura de 6 x 7 siguiente, en la que los cuadritos destruidos estan
sombreados y la meta estd indicada con una estrella.

Cada problema vale 7 puntos y tienes una hora para preguntas.
Tiempo méximo del examen: 4.5 horas.



de
*:;‘(’ana-r il
Lillg)

N
“Wiembre

Y =

R

EXITO
P

BNy

35° Olimpiada Mexicana de Matematicas
Concurso Nacional

Virtual, 10 de noviembre del 2021
Segundo dia

Problema 4.
Sea ABC' un tridngulo acutangulo escaleno con ZBAC = 60° y ortocentro H. Sean wy la circunferencia que
pasa por H y es tangente a AB en B, y w, la circunferencia que pasa por H y es tangente a AC en C.

(a) Prueba que wy, y w. solamente tienen a H como punto comun.

(b) Prueba que la recta que pasa por H y el circuncentro O del tridngulo ABC, es una tangente comin a
Wp y We.

Nota: el ortocentro de un tridngulo es el punto de interseccion de sus tres alturas, mientras que el cir-
cuncentro de un tridngulo es el centro de la circunferencia que pasa por sus tres vértices.

Problema 5.
Para cada entero n > 0 con expansién decimal Gias .- . ax definimos a s(n) como sigue:

» Sik es par, s(n) = ayas + azaz + - - - + Gg_10%
» Sik es impar, s(n) = ay + aza3 + -+ + Gr_10%

Por ejemplo, si n = 123 entonces s(n) = 1+ 23 = 24 y si n = 2021 entonces s(n) = 20 + 21 = 41.

Decimos que n es digital si n es multiplo de s(n). Muestra que entre cualesquiera 198 enteros positivos
consecutivos, todos ellos menores a 2000021, hay uno de ellos que es digital.

Problema 6.
Determina todos los conjuntos no vacios C1, Cs, Cs, . . ., tales que cada uno de ellos tienen un ntmero finito de
elementos y todos sus elementos son enteros positivos, con la siguiente propiedad: Para cualesquiera enteros
positivos m y n, la cantidad de enteros positivos en el conjunto C), méas la cantidad de enteros positivos en
el conjunto C,, es igual a la suma de los enteros positivos en el conjunto Cy, 4p,.

Nota. Al denotar por |C| la cantidad de elementos del conjunto Cy, y por Sk a la suma de los elementos
del conjunto CY, la condicién del problema es que para m, n enteros positivos se cumple

|Cn‘ + |C7R‘ = Sm-‘rn-

Cada problema vale 7 puntos y tienes una hora para preguntas.
Tiempo méaximo del examen: 4.5 horas.



